UNIVERSIDAD DE CONCEPCION
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS Y MATEMATICAS
PROGRAMA DE MAGISTER EN MATEMATICAS-ACADEMICO

Productos Interiores No-Arquimedeanos

Profesor Guia: José Aguayo Garrido
Departamento de Matematica

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcion

Tesis para ser presentada a la Direccion de Postgrado de la Universidad
de Concepcion

DANIEL EDUARDO INZUNZA HERRERA
CONCEPCION-CHILE
2011



Productos Interiores No-Arquimedeanos

Daniel Inzunza Herrera

Enero de 2011



Indice general

Agradecimientos
Introducciéon

1. Conceptos Basicos

1.1. Espacios Ultramétricos . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
1.2. Campos Ultramétricos . . . . . . . . .. . .. ... ... ... .

1.2.1. Espaciosde Banach . . .. ... ... .. ...... ...
1.3. Los espacio co(I) y €°°(I) . . . . . . .o

1.3.1. Bases . . . ...
1.4. Ortogonalidad . . . . . . . .. .. ... ... L
1.5. Espacios de Tipo contable . . . . . .. ... ... ... ......
1.6. Conjuntos Compactoides . . . . . . . . . ... .. ... ... ...

2. Producto Interior No-Arquimedeano
2.1. Normalidad . . . . ... .. ... ... . ...
2.2. Productos Interiores Compatibles . . . . . . . .. ... ... ...
2.3. Producto Interior Simétrico . . . . . .. .. ...
2.4. Gram-Schmidtency . .. .. .. .. ... .. ... .. ... ...
2.5. La propiedad de Riemann-Lebesgue . . . .. .. ... .. ....
2.6. Complementos Normales . . . . . . . ... ... ... .......

3. Operadores sobre ¢
3.1. Proyecciones Normales . . . . . . ... .. ... ... ... ....
3.2. Operadores Adjuntos y Auto-Adjuntos . . . . . . ... ... ...
3.3. Operadores Compactos . . . . . . . . . . . v v i i v

4. El Espacio E,
4.1. Complementos Normales . . . . . . . ... ... ... .......
4.2. Proyecciones Normales . . . . . . ... ... ... ... ...
4.3. Adjunto de un Operador . . . . . .. .. ... ... ... ... .

24
26
28
31
36
37
41

46
46
93
60



Agradecimientos

Quiero agradecer de forma muy especial a mi profesor guia, José
Aguayo, por su infinita paciencia, constante preocupacion y estimu-
lo permamente en el desarrollo de esta tesis.

A mis padres y hermanos por su incondicional apoyo en todos los
anos de mi vida, como también a las muchas personas con quienes
comparto a diario, que de una u otra forma hicieron posible el
desarrollo de esta tesis.



Introduccion

Desde 1945 se ha intentado definir, de manera apropiada, un producto interior
no-arquimedeano y con ello un espacio con producto interior no-arquimedeano.
Estos espacios muestran una cercana analogia con los espacios de Hilbert clasicos
pero, al contrario de estos, no son ortomodulares: es decir, dado X espacio de
Banach y M C X subespacio, se tiene

Mt =M — X=MaoM* (1)

La existencia de un espacio no arquimedeano de dimension infinita (no clasico)
ortomodular fue una pregunta abierta durante cierto tiempo, hasta que A. Keller
dio una respuesta positiva en 1980 [10].

Tales espacios deben ser poco comunes, segtn el siguiente teorema de M.P. Solér
[11]: “Sea X wun espacio ortomodular y supongamos que contiene una sucesion
ortonormal €1, e, .. .(en el sentido del producto interior). Entonces el campo de
base es R 0o C y X es un espacio de Hilbert cldsico”.

El objetivo de este trabajo es lograr definir un producto interior sobre un espa-
cio de Banach E, y analizar las condiciones necesarias y suficientes para que los
subespacios cerrados de F admitan un complemento normal. En particular, se
enfocara el estudio al espacio de Banach ¢o(T").

Esta tesis esta estructurada de la siguiente forma: en el Capitulo 1 se revisan
algunas definiciones y resultados necesarios para el desarrollo de este trabajo.
Asi, por ejemplo, se estudian los campos y espacios ultramétricos. Ademaés, de
definir los espacios de Banach ¢ (T') y £°°(T') se demuestra que todo espacio que
tiene una base es linealmente homeomorfo a algin ¢o(7"). Por otro lado, con la
idea de utilizar conjuntos compactos que también son convexos, se definen los
conjunto compactoides, y se muestran algunas propiedades generales sobre éstos.

En el Capitulo 2, se entrega la definicion de producto interior no-arquimedeano,
y se muestra la relaciéon que existe entre los vectores ortogonales y los produc-
tos interios no-arquimedeanos utilizando el concepto de Normalidad. También,
dado un espacio de Banach F, se dan condiciones necesarias y suficientes para
que éste admita un producto interior no-arquimedeano. Ademaés, se muestra
que el espacio ¢o(T") admite un producto interior no-arquimedeano, que induce
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INTRODUCCION 11

la norma natural de ¢y(T") si y solo si el campo de clases residuales de K es
formalmente real. Sobre ¢y(N), o simplemente cg, se da un teorema del tipo
Gram-Schmidt, y se define la propiedad de Riemann-Lebesgue, la cual se uti-
lizara para caracterizar los subespacios espacios ortomodulares existentes en cg.
A tales subespacios se les denominara normalmente complementado.

En el Capitulo 3, se definen lo operadores Proyeccion Normal, y se relacionan
éstos con la propiedad de Riemann-Lebesgue y los subespacios normalmente
complementado. Se construyen operadores Proyeccion Normal a a partir de una
sucesion de elementos de ¢y que tienen la propiedad de Reimann-Lebesgue. Pos-
teriormente se estudian los operadores compactos y auto-adjuntos demostrando
una anélogo no-arquimedeano de un teorema de descomposiciéon espectral.

En el Capitulo 4 y final, se generalizan los resultados de los capitulos
anteriores para el espacio de Banach E, = ¢y (N, K, |wi|1/ 2), obtienendo

condiciones necesarias y suficientes para que F, admita un producto interior
no-arquimedeano que induzca su norma. Por otro lado, se muestra que E,, no es
ortomodular y, al mismo tiempo se caracterizan los subespacios que admiten un
complemento normal. Se asocian las proyecciones normales a cada subespacio
que admite un complemento normal y, al final del capitulo, se caracterizan las
proyecciones normales sobre E,,.



Capitulo 1

Conceptos Basicos

En este capitulo presentamos nociones y resultados basicos necesarios para
comprender la teoria que en esta tesis se presenta. Definimos los conceptos
de espacios y campos ultramétricos, espacios de tipo contable, como también
el de espacio de Banach no-arquimedeano y base. En particular, se dedica una
seccion al estudio del espacio de Banach ¢y(I), y se muestra un resultado clave
para el desarrollo de este trabajo.

1.1. Espacios Ultramétricos

Definicion 1.1. Sea X wun conjunto. Un métrica sobre X es una funcion
d: X x X — [0,00[ que satisface las siguientes propiedades:

1. d(z,y) =0 <= x=y.
2. d(z,y) =d(y,z).
3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).
para todo x,y € X. El par (X,d) se llamard espacio métrico.

Observacion 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea a € X yr > 0. Entonces,

el conjunto
Bl(a,r) :={x € X :d(z,a) <7}

se llama “bola cerrada de radio v y centro a”. Del mismo modo, el conjunto
B(a,r7) ={x e X :d(z,a) <7}
se llama "bola abierta de radio r y centro a”.

Definicion 1.2. Un espacio métrico (X, d) se dice “espacio ultramétrico” si su
métrica asociada d satisface ademds

d(z,y) < méx{d(z, 2),d(z,y)} Ve,yeX,

1



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 2

llamada “desigualdad triangular fuerte”.
En este caso, d se llama “ultramétrica”.

Observacion 1.2. A continuacion, enumeramos algunas hechos bdsicos sobre
los espacios ultramétricos que lo diferencian del caso cldsico. Si bien estos
resultados son sencillos de obtener, es mecesario conocerlos para todo lo que
stgue.

1. Cada punto de una bola es el centro de ésta.
2. Cada bola es abierta y cerrada a la vez.
3. Dos bolas o bien son disjuntas, o bien una estd contenida en la otra.

4. Sean x,y,z € X. Entonces, para d(z,y) # d(y, z), se tiene
d(z, z) = max{d(z, y),d(y, z)}

El siguiente concepto también es parte de los espacio ultramétricos.

Definicién 1.3. Un espacio ultramétrico (X, d) se dird esféricamente completo
si cada sucesion de bolas By, Ba,... C X con By D By D ... tiene interseccion
no vacia.

Notar que, los espacios ultramétricos compactos son espacios esféricamente
completos. Ademas, todo espacio ultramétrico esfericamente completo es
completo, sin embargo el reciproco de este resultado es falso como lo muestra el
siguiente contra-ejemplo:

Se define en N la siguiente métrica

0 si m=n
pm,m) = '

. 1 .
max<1+,1—|—> si m#n
n m

Notar que p(n,m) > 1 para todo n,m € N, n # m, (x).
Afirmamos que (N, p) es completo. En efecto, sea (x,, )nen una sucesion de cauchy
en N. Asi, para cada € > 0, existe N € N tal que

Vn,m>N = p(zn,zm) <ce€.
Luego, de ésto y utilizando (x), se sigue que

Vn,mzN — p(%uxm) =0
= Tn=7Tm

= z,=c, paraalgince N
Asi, para este mismo N € N, se obtiene

Vn>N = p(Tn,zm) =0<e,
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en otras palabras, (z,)nen €s una sucesion de cauchy.
Por otro lado, para cada n € N, se definen los conjuntos,

1 1
Bn:B(n,l—i—n):{mEN:p(m,n)<1+n}CN,

o0

los cuales cumplen la relacion: By D By D ...y, claramente, ﬂ B,, = 0. Esto
n=1

muestra que (N, p) no es esféricamente completo.

Al igual como ocurre con los espacio vectoriales y la completitud de estos, todo
espacio vectorial normado estd contenido en un espacio esféricamente completo.

Teorema 1.1 ([3], 4.43). Cada espacio vectorial normado tiene una
completacion esférica. Ademds, dos completaciones esféricas de un espacio
vectorial normado son isomorfas.

1.2. Campos Ultramétricos

Llamaremos “valuacion” sobre un campo K a una funciéon |-] : K — R que
satisface,

1. |z|>0,zeK

2. |z|=0<=2=0,zeK

®

[zyl = |z lyl, 2,y € K.

4 o +yl <zl +lyl, 7,y € K.
Llamaremos “campo valuado” o “campo con valuacion” al par (K, |-|).
Observacion 1.3.

1. Una valuacion |-| induce una métrica d de la manera siguiente
d(z,y) =z —y|l, z,yeK.

La adicion, la multiplicacion y la inversion son continuas respecto de ésta
métrica d. K se dird completo si lo es respecto a la métrica d.

2. La bola cerrada unitaria es el conjunto
B :={AeK: |\ <1}.
Del mismo modo, se define la bola abierta unitaria, como el conjunto

By ={AeK: |\ <1}.
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Definicion 1.4. Dos valuaciones se dirdn “equivalentes” si inducen la misma
topologia.

El foco de estudio de esta tesis son los campos valuados no-arquimedeanos.

Definicién 1.5. Sea (K, |-|) una campo con valuacion. La valuacion |-| se dird
“no-arquimedeana”, y K se dird un “campo con valuacion no-arquimedeana”, si
|| satisface ademds la “desigualdad triangular fuerte”, es decir,

|z +y| < max{|z|, |y|}, =,yecK.

Un importante, y muy utilizado, resultado sobre valuaciones no-arquimedeanas
es el siguiente:

Teorema 1.2. Sea || una valuacion en K. Las siguientes aseveraciones son
equivalentes:

1. La valuacion es no-arquimedeana.
2. |n| <1, para todo n € N.
3. Sia,beK ylal <|b|, entonces |b— a| = |b|.

Demostracion.
1.= 2. Inducciéon sobre n.

2.= 1. Sea r = sup{|n| : n € N}, el cual existe pues el conjunto {|n|: n € N} es

acotado. Entonces, |nx| < r|z| para todo n € Ny z € K. Ahora, sean a,b € K
y llamemos s = méax{|a|,|b|}. Luego, para cada m € N, se tiene

( m ) al bmI
J

la +b] < (Tr}gnoo kY (m+1)r) s = s =méx{|al, |b|}.

m

ja+ 8" =la+b)" <Y

=0

<(m+1)rs™.

Asi,

1.= 3. Supongamos que |b| > |a| y notemos que
bl = o +b—al < méx{la],|o—al} = [b—a| (pues 8| > Jal).

Asi,
[b] < [b—a| < max{[b], |—al} = [b] ,

lo cual implica
|b—af = [b] = max{|al, [b]}.

3.= 1. Si |a+b| > |al|, entonces |b| = |(a+b) —a| = |a+ b|. En particular,
|a + b|] < |b]. Del mismo modo, |a + b| < |a| y asi,

|a +b] < médx{[a], [b[} .
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Corolario 1.1. Sea K un campo con valuacién no-arquimedeana completo y
sean ri,xa,... € K.

1. Si im z, =x # 0, entonces |z,| = |x| para n suficientemente grande.
n—oo
oo
2. Si lim =z, =0, entonces g T, converge en K.
n—oo
n=1
Demostracion.
1. Supongamos que lim z, = z # 0, mostremos que |z,| = |z| para cierto
n—oo

n suficientemente grande. En efecto, para e = |z| > 0, existe N. € N, tal
que
Vn,n>N. = |z, — x| <|z|
= |z, —x+z| = |z
= |za| = [2]

lo que muestra el resultado.

2. Como lim x, =0, se tiene que dado € > 0, existe N € N tal que

n—oo
Vn, n>N = |z,| <e.

n
Sea S, = E Zn. Mostraremos que (S, ),en €s una sucesion de cauchy. En

k=1
efecto, notar que para n,m € N, n > m, obtenemos

|Sn — S| = Z x| <méx{|zg|:k=m+1,m+2,...,n}.
k=m+1

Asi,
Vn,m>N = |S, — Sp| <méx{|zg| :k=m+1,m+2,...,n} <e,

lo que muestra que (S, )nen es de cauchy. Luego, como K es completo, se
sigue que (S, )nen converge a algtn elemento de K, es decir, la serie

o
>
n=1

converge.

O

Observacion 1.4. Denotaremos por K* a K\ {0}, K* es un grupo multiplica-
tivo sobre K. De esto y de las propiedades de ||, se concluye que |K*| = {|A] :
A € K*} es un grupo multiplicativo de nimeros reales positivos, llamado “grupo
de valores de K”. Para éste, tenemos tres posibilidades:
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1. 1 no es un punto de acumulacidn de |K*|. Entonces, |K*| es un subgrupo
discreto de (0,00), en tal caso la valuacion se llama “discreta”.
Se demuestra que
p=max{|A|: X € B }

existe y que |K*| ={p" :n € Z}.

2. Puede ocurrir que |K*| = {1}. Entonces, la valuacion es conocida como
“valuacion trivial” y esta dada por

0 si A=0
|’\|'—{1 si AeK*

cuya métrica asociada es la trivial, la cual induce la topologia discreta.

3. 1 es un punto acumulacion de |K*|. Entonces, |[K*| es un subgrupo denso
de (0,+00), en tal caso la valuacion se llama “densa’”.
Notar que, la bola unitaria Bx de K mno sdlo es cerrada para la
multiplicacion, si no que también es cerrada para la adicion, gracias a
la desigualdad triangular fuerte. Asi, Bx es un anillo conmutativo con
identidad. La bola abierta By es un ideal maximal en By, pues cada
elemento de By \ By es invertible. Luego, Bx /By es un campo, llamado
“campo de clases residuales de K”, comunmente denotado por k.

Para a € K, |a] <1, el elemento de k determinado por « se denotard por @.

Ejemplo 1.1. Cada nimero primo p determina una valuacion no-arquimedeana
(valuacion p-ddica) ||, sobre Q, definida por

)

In| = p~ "M s n#0
o 0 si n=0

donde r(n) es el nimero positivo mds grande tal que p"(") divide a n.

El siguiente teorema clasifica todas las valuaciones sobre Q.

Teorema 1.3 ([3], 1.2). Sea || una valuacion no-arquimedeana sobre Q.
Entonces, || es la valuacion trivial o es equivalente a alguna una valuacion
p-ddica.

Al igual que en el caso caso clésico (Q, |-]), donde || es el valor absoluto, (Q, |-|,,)
no es completo. La completacion de (Q, || p) se llama Q,,, "campo de los nimeros
p-adicos”.

El siguiente teorema nos muestra como construir campos con valuacién no-
arquimedena. Daremos un bosquejo de su demostracion, y para mas detalles ver
[3, 1.3]
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Teorema 1.4. Sea F' un campo y 3 un subgrupo aditivo de R. Entonces, existe
un campo con valuacion no-arquimedeana K cuyo campo de clases residuales es
isomorfo a F y cuyo grupo de valores es {e® : s € L}.

Demostracion. Se define la coleccion
S ={S CX:paracada s €R, SN (—00,s) es un conjunto finito} .
Esta coleccion satisface las siguientes propiedades:
1. {s}eS,VseX.

2. SiSeSyS #0, entonces S tiene un primer elemento.

3. SiSeSyTcCS, entoncesT €S.

4. Si S, T €S, entonces SUT € S.

5. SiS,T eS8, entonces S+T €S,donde S+ T ={s+t:s€S5,teT}.

6. SiS, T e€Syue i, entonces existe una cantidad finita de elementos s de
S tales que u —s € T.

7. SiSCXysiag,as,... € R esuna sucesion tal que lim a,, = oo mientras

que (—o00,a,) NS € S para todo n, entonces S € S.

Ahora, para una funcién f : ¥ — F, se consideramos el conjunto

supp(f) ={s € X: f(s) # 0}
y se define
K={f:%X— F/supp(f) € S},

el cual es un espacio vectorial sobre F', con la operaciones de adiccién y producto
por escalar de funciones. Ademas, para f,g € K se define f *x g : > — F como

(fxg)w) = fls)glu—s), uwex.

Asi, (K, +, *) resulta ser un campo.
Para f € K\{0}, se denota r(f) = min supp(f). Asi, se define

e s f£0
|f|{ 0 si f=0

Se demuestra que, |-| resulta ser una valuacién no-arquimedeana sobre K, cuyo
grupo de valores es justamente {e® : s € X}.
Ahora, se define el homomorfismo de anillos

H : {feK:|fI[<1} — F
f = H(f)=f(0)
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Notar que el kernel de H es {f € K : |f| < 1}. Entonces, al aplicar el primer
teorema de isomorfia se obtiene

{fek:[fl<ii{fekK:[fl<1}=F,

es decir, el campo de clases residuales de K es isomorfo a F'.
Notar también que,

‘f_g| <e f:g en(—oo,—log(e)),
con esto se muestra que K es completo. O

Observacion 1.5. Si consideramos “F' =R y ¥ = Q” en el teorema anterior,
entonces el campo K se conoce como “campo de Levi-Civita” y se denota por R.

Definicién 1.6. Un campo F se dird formalmente real st para cada
n

{ai,a2,...,a,} C F, con Za? =0, se tiene que a; = 0, para todo i =
i=1

1,2,...,n.

Como un ejemplos conocido de la definicién anterior es el campo de los ntimeros
reales R. En cambio el campo de los ntiimeros complejos C no es formalmente
real. Notar también que, el campo de clases residuales de R es formalmente real,
pues es isomorfo a R, en cambio, el campo de clases residuales de Q, no lo es,
pues es un campo finito.

Observacion 1.6. Sean F' y X como en el Teorema 1.4 y sea S la coleccion
de todos los subconjuntos bien ordenados de 3. Entonces, S satisface todas las
propiedades de 1. a 7. mencionadas en el Teorema 1.4 . Se define,

L={SCX¥:5 es bien ordenado}

y de la misma forma que en la demostacion del Teorema 1.4 , 1L tiene una
estructura de campo con valuacion no-arquimedeana, que resulta ser completo
para esta valuacion, cuyo grupo de valores es el conjunto {e® : s € ¥} y su
campo de clases residuales es isomorfo a F.

El campo K construido en la demostracion del Teorema 1.4 es un subcampo
cerrado de L.

Los campos K y I coinciden si y sélo si X es un subgrupo discreto de R.

La siguiente proposicién muestra una importante propiedad de los campos
definidos anteriormente.

Proposicion 1.1 ([3], pag. 25).

1. El campo K dado en el Teorema 1.4 es esféricamente completo si y sélo
st X es discreto.

2. El campo L mencionado en la observacion anterior es siempre esférica-
mente completo, mds aiun, L es la completacion esférica de K.
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1.2.1. Espacios de Banach

A partir de ahora, (K, |-|) denotara un campo con valuaciéon no-arquimedeana y
completo. Ademaés, se asumira que la valuacion de K no es la trivial.

Definicion 1.7. Una norma no-arquimedeana en un espacio vectorial E sobre
K es una funcion ||| : E — K que satisface:

1. Jjz|| #0, siz #0, z € E.

2 llz+yl < max{zl, llll}, 2.y € B

3. ezl =lao| ||z||, « € K, x € E.
Observacion 1.7.

1. Si E posee una norma no-arquimedeana, diremos que E es un espacio
normado no-arquimedeano.

2. FE se dird “espacio de Banach”, si éste es completo respecto a la métrica
iducida por la norma

d(:my):Hx_yHa x7yeE'

3. La bola cerrada unitaria del espacio normado E, es el conjunto
Bg:={z e E:|z|| <1}.

Del mismo modo, la bola unitaria abierta del espacio normado E es el

conjunto
Bp ={x e E:|z| <1}.
Se define, también

Bl = {[l«]| -z € E}.

Notar que, en general |E|| ¢ |K|. Para ver esto, basta tomar s € [0,00[\ |K| y

definir la norma
A= [A]'s

en K. En este caso || K| # [K].

Observacion 1.8. Dos normas se dirdn equivalente si ellas inducen la misma
topologia.

Al igual que el caso clasico, si se consideran dos normas ||-||; v ||-||, definidas
sobre un mismo espacio vectorial F/, éstas seran equivalentes si, y sélo si, existen
constantes ¢ > 0y C' > 0 tales que

cllzlly < llzlly <C llzfly , Ve E.
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Sean FE y F espacio normados. Denotaremos por L(FE,F) a la coleccion de
todos los operadores lineales continuos de E en F, y por L(E) si F' = E. Es
bien conocido que E’ denota a L(E,K).

Bajo las operaciones de adiccién y producto por escalar de funciones, el espacio
L(E,F) es un espacio normado, con norma

7] — sup 171
o Tl

Por otro lado, la formula

IT|l, = sup [ T(x)]
o<1

también define una norma en L(E,F) y, que a diferencia del caso clasico,
-l # II-lo» pero sin embargo son equivalentes. En efecto, se considera F' = Q3
provisto de la valuacion 3-adica como norma, y E = Q3 con la norma ||z|| = 2 |z|.
Luego, para la funcién identidad I : E — FE, se obtiene

1 1
I| == I, ==.
=3, v W=

Similarmente al caso clésico, si E'y F' son espacios normados, con F' un espacio
de Banach, entonces L(E, F') sera también un espacio de Banach. En particular,
E’ es un espacio de Banach.

1.3. Los espacio ¢y(I) y ¢>°(1)

Para un conjunto I, se define el espacio ¢°°(I) como el espacio de todas las
funciones acotadas x : I — K.
El espacio £>°(I) es un espacio de Banach bajo la norma

Il = mitx fo )]
Si I = N, entonces se denotara a £°°(N) por £°°.
Se define el espacio ¢o(I) como el espacio de todas las funciones z : I — K tal

que para cada € > 0, el conjunto {i¢ € I : |z(i)| > €} es finito.
El espacio ¢o(I) es un espacio de Banach bajo la norma ||| .

Observacion 1.9. Si I = N, entonces es fdcil ver que
co(N) ={z, e K: lim =z, =0}.

Se denotard por ¢y a co(N).
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1.3.1. Bases

Sea E un espacio normado no-arquimedeano, y sea I un conjunto. Diremos que
(1)1 es “sumable” con “suma” x € E, si € > 0, existe un conjunto finito Jy C I
tal que, para cada subconjunto finito J, con Jy C J C I, se tiene

CL’—E xX;

ic€J

<E€.

La siguiente proposicion muestra algunas propiedades importantes de las
familias sumables.

Proposicion 1.2 ([5], 2.5.1). Sea E un espacio normado y sea (x;)ic; una
familia de elementos de E. Entonces,

1. Si (x;)ier es sumable, entonces exziste un conjunto numerable J =
{i1,92,...} CT tal que z; =0 sii ¢ J, y

0o
E T; = E Ti,, -
n=1

i€l

2. (x;)ier es sumable si hrrll x; =0, es decir, si para cada € > 0 el conjunto
1€
{i € I:||zi|]| > €} es finito. Reciprocamente, si E es un espacio de Banach
y hHIl x; = 0, entonces (x;)icr es sumable.
S

Sea E un espacio de Banach y sea X un subconjunto de E, con 0 ¢ X. Se
considera la funcién

S : X)) - E
foo= S => f@e (1.1)

zeX

la cual esta bien definida, puesto que para f € ¢o(X), el conjunto
{x € X :||f(z) x| > €} es finito cualquier sea € > 0.

Definicion 1.8. Diremos que X es una base de E si la funcion S es biyectiva,
es decir, si para cada a € E, existe una unica f: X — K tal que

a= Zf(x)x

zeX

Si X es una base de I, entonces X es un conjunto linealmente independientes y
[X] = E, donde [X] denota el clausura del conjunto generado por X. Ademas,
si para cada x € X, existe z’ tal que ' es un multiplo escalar de =, entonces
{2’ : © € X} es también una base de E.

Sea p € K, 0 < |p| < 1. Notar que

lim [p|" =0 y lim |p|" = 0

n—oo n——oo



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 12

y asi,

n+1 n
R = [J]1o"*" 10" ].
nez

Luego, para cada x € E, x # 0, existirdA m € Z tal que

i

<zl < lo™

0 equivalentemente
ol < [lp~™af] < 1.

Asi, si E tiene una base X, entonces también tendra una base Y con la propiedad
pl<|yll<1, yeY
Observaci6on 1.10.

1. SiI es un conjunto cualquiera, y si x € I, x fijo, entonces las funciones

_ 1, ze{z}
ew—{o . we\{x}

forman una base de co(I). Ademds, si I es numerable, entonces, parai € 1,
se tiene e; = (0,0,...,1,0,...)

2. Si X es una base numerable en E, entonces X se dird base Schauder.

3. Si X ={e1,ea,e3...} es una base Schauder de E, y a = Z Anen en I,

n=1
entonces la funcion f, : X — K, dada en Definicion 1.8, tendrd la forma

wor={ % 82z

st T FE e

Observacién 1.11. Notemos que, en el caso cldsico, el dual de co(I) es
isometricamente isormofo a ((I). Sin embargo, en el caso no-arquimedeano
cy(I) es isometricamente isomorfo a £>°(I), como veremos a continuacion.
Notar que, para cada v = (x;);e1 € co(I) y cada y = (y;)icr € €°(I), se tiene

i ysl < il lyll = 0.

Ast, la formula

B(l‘,y) = szyz

iel
define una forma bilineal B : c¢o(I) x £>°(I) — K. Ademds,

Zwi Yi

icl

|B(z,y)| =

< mix 2131 < 1ol Nyl



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS 13

por lo que se sigue que B es continua.
Para cada y fijo en £>°(I) se define la funcion f, = B(-,y). Se afirma que f, es
un elemento de c¢j(I). En efecto, dado x € co(I) se tiene

[fy(@)| = Bz, y)| <[zl ¥l

Y ast,
1fyll < llyll

lo que muestra la continuidad de f,.
Por otro lado, aplicando f, a los vectores unitarios e; de co(I) se tiene que

|fy(e)| = lyil = |l lleill o -

Ast, para cada i € I, se obtiene

1fyll > lwil -
Luego,
1fyll = 1yl -
de lo que se concluye || fy|| = ||y, es decir,
r . =) cp(I)

es una tsometria.
Teorema 1.5. ¢{(I) = (>°(I).

Demostracion. En base a lo anterior, basta probar que I' es sobreyectiva. En
efecto, sea g € ¢{(I), luego z = (g(e;))icr € £°°(I) pues

lg(ea)l < llgll lleill o = llgll < oo

Ahora, para un x = (\;)icr = Y _;c; Ai€i € co(I), la linealidad y la continuidad
de f, muestra que

Fol@) =Y " Nigled) =g Nier) =g(x),
iel i€l
es decir, f, =g. Asi{, ['(z) = f, = g. O

De aqui en adelante, identificaremos £>°(I) y ¢, (I) usando el teorema anterior.

Con el fin de demostrar el principal resultado de esta seccion, se enunciaran los
siguientes resultados:
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Lema 1.1 ([5], 2.1.18). Sean E,F espacios normados, y sea T € L(E,F).
FEntonces,

1.

Si T es sobreyectiva y F es completo, entonces T(Bg) es abierto.

2. Si E es completo y T(Bg) es abierto, entonces T(Bg) = T(Bg).

Demostracion.

1.

Sea A1, A2,... € K, 0 < |M\]| <| Ag| < ..., lim, |A,| = co. Ahora, del
hecho que E = UpenA, B y de la sobreyectividad de T se tiene que
F = Upen\n T(Bg) = UnenAn T(BEg). Luego, por la completitud de F
y del Lema de las Categorias de Baire, se tiene que existe m tal que
A := A\, T(Bg) tiene interior no vacio, es decir, asi existen x € Ay r > 0
tal que z + Bp(0,r) C A. Notar que gracias a la desigualdad triangular
fuerte, el conjunto A es un grupo aditivo. Por lo tanto, para cada y € A,
se tiene

y+Br(0,r) Cy—ax+2+Bp(0,r) CA+A+ACA,

se sigue de esto que A es abierto y, por lo tanto, también lo sera
)\;11 A= T(BE)

Notemos que como T(Bg) es un grupo aditivo, por lo que es suficiente
probar que si Br(0,r) C T(Bg) para algin r > 0, entonces Bp(0,7) C
T(Bg). En efecto, sea y € Bp(0,7) y sea p € K, 0 < |p| < 1. Como
y € T(BE), existe xg € Bg tal que

ly — T'(wo)l| <lp| 7,

por tanto, ||p™!(y —T(x0))| < r. Desarrollando los mismos pasos,
obtenemos que existe z1 € B tal que ||p~(y — T(w0)) — T(x1)|| < |p| 7,
es decir ||y — T'(zo) — T(z1)|| < |p|> r. Continuando de esta manera, se
encontrard inductivamente una sucesiéon xg,x1,... € Bpg tal que, para
todo n,

ly = T(xo + par + paa+ -+ p x| < o r (%),

Ahora, como
z n
lim p"z, =0,
n—oo

se obtiene

o0
x:Zp"xn y x€Bg.
n=0

Luego, por (*) y la continuidad de T se obtiene que T'(z) = y, es decir,
y € T(Bg) y el resultado se sigue.

O
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El siguiente teorema es analogo al caso clasico del analisis funcional, cuya
demostracién sigue del lema previo.

Teorema 1.6 ([5], 2.1.17). Sean E, F espacios de Banach y sea T € L(E, F)
sobreyectiva. Entonces, T es una aplicacion abierta.

El resultado se sigue del siguiente lema.

Corolario 1.2 ([3], 2.1.19).

SiT es una transformacion lineal biyectiva y continua entre espacio de Banach,
entonces T es un homeomorfismo.

Como consecuencia de este corolarios se tiene un segundo resultado.
Corolario 1.3. Si B es una base de E, entonces existe t > 0 tal que

OL

beB

o
> t x| £(8) ]

para todo f € ¢o(B)

Demostracion. Sea B una base de E. Luego, existe un tnico f € co(B) tal que
para cada = € E, se tiene
z=> f(b)b

asi,
iy /010 =0

por lo que ||z|| 3 = méxyep || f(D) b|| existe. Ademas,

> Fb)b

beB

= < m4 = )
|zl < méx[|£(0) bl = |z 5

Ahora, como (E, ||-||) es un espacio de Banach, se sigue que (E, ||-|| 5) es también
un espacio de Banach gracias a que

17(0) blI < mdx[|£(5) Il -

Asi, aplicando el Corolario 1.2, obtenemos que existe C' > 1 tal que [|-||z <

C -l Ast,
> )b

beB

S o-1 1
207 lzllp = €7 mix || f(b) bl

lo cual muestra lo pedido. O
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A continuacion se enuncia el principal resultado de esta seccion:

Teorema 1.7. Un espacio de Banach E posee una base si y sdlo si es
linealamente homeomorfo a co(B), para algin B C E.

Demostracion.

<] El homeomorfismo estard dado por la funcion S, introducida en la
Definicién 1.8.

=| Supongamos que E posee una base B, y probemos que E es linealmente
homeomorfo a ¢o(B). En efecto, sin perdida de generalidad podemos
asumir que para un p € K con 0 < |p| < 1, se tiene que |p| < ||b]] <1
para todo b € B. Ahora, dado f € ¢y(B) y € > 0, tenemos que el conjunto
{b€ B :|f(b)b]| > €} es finito. De aqui

iy f O =0

y asi,

FOL

beB

existe en F, pues es sumable. Luego, la formula

(FO)en — 3 ()b

beB

define una transformacion lineal T : ¢o(B) — E, en la cual T(cy(B)) es
denso en E. Luego,

> f)b

beB

ITCHI =

< x| £(5) bl = x| £ 0] ] < x| £0)] = 1. -

Por otro lado, por el corolario anterior, existe t > 0 tal que

> fb)b

> A .
> x| £5) 0]

beB
Por lo que,
ITHI =D r®o|| > ¢ méx || £(b) bl| = t max | £(b)] [|bl]
beB
> tlolmax|f() =t lol [l fll

De lo que se sigue que T" es un homeomorfismo. Asi, T'(co(B)) es completo,

y por tanto cerrado en E. Luego, T(co(B)) = T(co(B)) = E, lo que
muestra la sobreyectividad, y el resultado se sigue.

O
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1.4. Ortogonalidad

El siguiente concepto de ortogonalidad es una adaptacion del caso clésico en los
espacios normados.

Definicion 1.9. Sea X un espacio normado y sean z,y € X. Diremos que x
es "ortogonal” a y, notacion r Ly, si

llz|| < ||z +ay| YaeK.
Teorema 1.8. Sean z,y € X yt €]0,1] tal que |z + y|| > t||z||. Entonces,
[ +yll > ¢yl

Demostracion. Si ||z|| > ||y||, entonces ||z + y|| > t||z| > t|y|. Si|lz] < |y,
entonces ||z + y|| = max{||z[, [ly[l} = [lyll = ¢ lyl. O

El siguiente teorema caracteriza los vectores que son ortogonales.

Teorema 1.9. Sean x,y € X. Entonces, x Ly si y sdlo si,
Va,b € K, [laz + by|| = max{|ax],|by|} -
Demostracion.

< | Considerando a = 1 € K, obtenemos

[z + byl = max{[|z, [[by[|} > [« VbeK

=] Por la desigualdad triangular fuerte, tenemos que ||az + by|| < méx{|laz|, ||by|}-
Ahora, supongamos que x es ortogonal a y. Entonces, |ax + by| =
la| ||z +a"tby|| > |a| ||| = |laz|| y por el teorema anterior |laz + by|| >
1by]|. Asi, méx{||az||, [|by||} < |lax + by]| y el resultado se sigue.

O
Definicion 1.10.

1. Sean Ei,E5 C X. Diremos que E; es ortogonal a Es, notacion Ei 1L Fs,
st x Ly para todo x € Fy, y € Fy. Si x € X, denotaremos © L Fy en vez

de {z} L Ej.
2. Sea {x1,x2,...,Tn} un conjunto finito de elementos de X. Diremos que
{z1,29,...,2n} es un conjunto ortogonal si, para cada i € N,
x’LJ- [{x17x27‘ .- 7xi717xi+17 ooy T }]
donde | | indica el espacio generado por {xi,xa,...,z,}. Un conjunto
ortogonal {x1,x2,...,2,} se dird ortonormal si ||z;|| = 1 para todo

i€{1,2,3,....n}.
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3. Un conjunto arbitrario es “ortogonal” si todo subconjunto finito de éste lo
es.
El siguiente resultado es una generalizacion del Teorema 1.9.

Proposicion 1.3. Sea {z1,xa,...,2,} un conjunto finito de elementos de X.
Entonces, {x1,2a,...,Zn} s ortogonal si, y solo si, para cada {a1,as,...,an} C
K, tenemos que

n
E a;z;|| = max{||la;z;|| : i =1,2,...,n}
i=1
Demostracion.
=| Supongamos que {1, zs2,...,2,} C X es un conjunto ortogonal.
Mostraremos que para cada {a1,as,...,a,} C K, se tiene
n
E a;z;|| = max{||la;z;|| : i =1,2,...,n}.
i=1
En efecto, como {z1,x2,...,2Z,} es ortogonal, para cada ¢ € {1,2,...,n}
se tendra que
a;iz; L[T1, 20,0y Tim1, Tig1y - T ]

y por definicion de ortogonalidad, obtenemos

a;x; + Zajxj > |laiz;]| -

J#i
Luego,
n
g a;x;|| > max{||a;x;]] i =1,2,...,n}.
i=1
Por otro lado, como el conjunto {aq,as,...,a,} es arbitrario, podemos

aplicar la desigualdad triangular fuerte para obtener

n
E ;T
i=1

lo que muestra la igualdad.

< méx{||a;x;|| 1 i=1,2,...,n},

< | Reciprocamente, supongamos que para cada {a1,as,...,a,} C K,
se cumple que

= méx{||a;z;]| : i=1,2,...,n}.

n
E a;Tq
i=1
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Mostremos que {z1, 2, ..., T, } es un conjunto ortogonal. En efecto, dados
A, Ag, .., A €K yie{l,...,n}, se toma

u = Z)\jl‘j S [{xl,l‘g,...,J,‘i_l,l‘i_,_l,...,l‘n }]
J#i

Asi, dado a € K se tiene

i + aul| = |l@; + Y adjay|| = méx{|lzi, adaz ], ..., [adownl} > [z ,
J#i
comoi € {1,...,n} esarbitrario, se tiene que {1, z2, ..., z,} es ortogonal.
O

Definicion 1.11. Sea {x,}nen una sucesion de elementos no nulos de E.
Diremos que {x,}nen es una base ortogonal (ortonormal) de X si

1. {zn: n €N} es ortogonal.

2. para cada x € E, existen A1, Ag, ... € K tal que

o0
T = g An T,
n=1

Algunas propiedades de las bases ortonormales son las siguientes.

o0

Proposicion 1.4. Sea {z, }nen una base ortonormal de X y sea x = Z Ap Ty, €
n=1
E, para ciertos A1, Aa, ... € K. Entonces,
1. lim A, =0.
n—0o0
2. |lz|| = méx{|\,| : n € N}.
(o]
3. Siademds x = Z Qp Ty CON O, Qa, ... € K, entonces a,, = A\, para todo
n=1
n € N.
Demostracion.
o0
1. Como Z An T, €S Una serie convergente, se sigue que
n=1

0= lim [Anzn] = Hm o] znll = lm A
n—oo n—oo n—oo
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m

2. Seaz, = Z An Zp, y DOtemos que, como {x, } es un conjunto ortonormal,
n=1
obtenemos
lyml = méx{||Apzn]:n=1,...,m}
= max{|\,| |zn]|: n=1,...,m}
= max{|\,| :n=1,...,m}

IN

méx{|\,| : n € N}

Asi,
Jall = 1yl < mis{A] : € N}
m—0o0

Por otro lado, sea ig € N tal que |\;,| = max{|\,| : n € N} y tomemos
k

k € N tal que ig < k. Luego, para y; = Z An Ty, SE tiene

n=1
Aol < el
y asi,
[Aio| < Hm. [lyk[| = [ly]
— 00
lo que muestra el resultado.
o0
3. Notemos que 0 = Z (A — @) x, vy aplicando 2. obtenemos que
n=1

A — | <méx{|\; —;| : i€N} =0, YneN
y el resultado se sigue.
O

Definicion 1.12. Sea E un espacio normado y sea E1 un subespacio cerrado
de E. Diremos que E; es “complementado” si existe un subespacio Fy de E tal
que

1. EyNE,={0}.
2. E=EFE +FE».

El subespacio Ey se dird complemento de Ey.
Si, ademds, 11 FEs, entonces Eo se dird ortocomplemento de Ej.
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1.5. Espacios de Tipo contable

Un importante concepto, en los espacios normados no-arquimedeanos es el
siguiente.

Definicién 1.13. Un espacio normado E se dird de tipo contable, si éste tiene
un subconjunto numerable D tal que [D] = E.

Los espacios no-arquimedeanos también cuentan con el teorema de Hahn-
Banach, como lo muestra el siguiente resultado probado en [5, pag. 171].

Teorema 1.10. Sea E un espacio vectorial definido sobre un campo esféri-
camente completo K, y sea p una seminorma sobre E. Entonces, para cada
subespacio D de E y cada f € D* con |f| < p sobre D, existe una extension
f € E* de f tal que ‘ﬂ < p sobre E.

Como consecuencias inmediatas del Teorema 1.10, se tienen los siguientes
resultados (Ver [5, pag. 171]).

Corolario 1.4. Sea E un espacio normado definido sobre un campo esferica-
mente completo K, y sea D un subespacio de E. Entonces, cada f € D’ se puede
extender a un f € E' tal que ||fH =7l

Corolario 1.5. Sea E un espacio localmente convexo definido sobre un campo
esféricamente completo K, y sea D un subespacio de E. Entonces, cada f € D’
se puede extender a un f € E’

Atn sin ser K un campo esféricamente completo, se pueden extender funcionales
lineales, como lo muestra el siguiente teorema (Ver [5, pag. 176]).

Teorema 1.11. Sea E un espacio de Banach de dimension infinita y de tipo
contable, y sean D un subespacio de E, f € D' y e >0 dados. Entonces, [ se
puede extender a una funcién f € E' tal que

17l < @+e)llfll

1.6. Conjuntos Compactoides

Definicion 1.14. Sea E wun espacio vectorial normado. Diremos que un
subconjunto D de E es “absolutamente convexo” si Ax + py € D para todo
z,y € X y A\ u€ Bg.

Para cada Y C E, se define la capsula convexa cerrada de Y, denotada por
co(Y'), como la interseccion de todos los subconjuntos cerrados y absolutamente
convexos de F que contienen a Y.

Observacion 1.12.

1. @o(Y) es el conjunto cerrado y absolutamente convero mds pequenio de E,
que contiene a'Y .
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2. Siay,...,an € E, entonces
co{ay,...;an} ={M a1+ -+ Apan: X\ € B}

3. Siay,as,... es una sucesion en E y si existe t € (0,1] tal que

i)\i a;

i=1

> 5 -
>t I?g\)f H)\z az“

entonces
%{al,ag, .. } = {Z Aia; A\ € Bg, lfg%)\l a; = 0}
i€N
Los conjuntos acotados se definen de igual forma que en el caso clésico.

Definicion 1.15. Un subconjunto X de un espacio localmente convexo E se dird
acotado si cada vecindad de cero es absorbente, es decir, si para cada vecindad
de cero U, existe A € K tal que X C \U.

Un problema que surge al definir conjuntos convexos-compactos en un espacio
localmente convexo definido sobre K, es que, en general, K no es localmente
compacto; es decir, los conjuntos convexos-compactos resultan ser los triviales.
Con el fin de “convexificar” los conjuntos compactos, nace el siguiente concepto,
el cual es propio de los espacios no-arquimedeanos.

Definicion 1.16. Un subconjunto X de un espacio vectorial normado E se dird
compactoide, si para cada € > 0 existe un conjunto finito F' C E tal que

X C B.(0) +co(F)
donde B.(0) ={z € E : ||z|| < €}.

A continuacion se anuncian algunas propiedades de los conjuntos
compactoides:

1. La clausura y la capsula cerrada absolutamente convexa de compactoides
es compactoide.

2. Cada subconjunto de un conjunto compactoide es compactoide.
3. Si X eY son compactoides, también loson X UY y X +Y.

4. Dados E y F espacios vectoriales normados. Si X C F es compactoide y
T € L(E, F), entonces T(X) es compactoide en F.

5. Todo compactoide es acotado.

6. Si F es finito dimensional, entonces los conjuntos compactoides de E son
los conjuntos acotados.
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7. Si X C E es compactoide, entonces [X] es de tipo contable.
8. Siay,as,... € Eysilim,a, =0, entonces ¢o{a, ag, ...} es compactoide.
El siguiente teorema caracteriza los conjuntos compactoides (Ver [3, pag. 141]).

Teorema 1.12 ([3], 4.38). Sea X un subconjunto acotado y absolutamente
convezo de un espacio de Banach E y sea 0 <t < 1.

1. Supongamos que cada subespacio uno-dimensional de E es ortocomple-
mentado. Entonces, las siguientes aseveraciones son equivalentes:

a) X es compactoide.

b) Existe una sucesion ortogonal ay,as,... € X tal que limy,a, =0 y
X C E{al, as, .. }

¢) Cada sucesion ortogonal en X tiende a cero.

2. Sila valuacion de K es discreta, entonces las siguientes aseveraciones son
equivalentes

a) X es compactoide.

b) Euwiste una sucesion ortogonal ay,az,... € E tal que lim, ap, =0y
X = @{al, as, .. }



Capitulo 2

Producto Interior
No-Arquimedeano

Este capitulo se desarrollara el articulo [7] de L. Narici y E. Beckenstein,
y parte del articulo [1] de J. Aguayo y M. Nova. En éste estudiaremos los
espacios de tipo Hilbert, y daremos condiciones necesarias para que un espacio
de Banach no-arquimedeano admita un producto interior. En particular, para
¢o(I) mostraremos una condicién necesaria y suficiente para que éste espacio
admita un producto interno, y ademaés la norma inducida por éste coincida con
su norma natural.

Finalmente, se mostraran condiciones para que un subespacio cerrado admita,
lo que vamos a llamar, un “complemento normal”.

Definicién 2.1. Sea K un campo con valuacion no-arquimedeana y sea E un
espacio vectorial sobre K. Se define el “Producto Interior no-arquimedeano”
como una funcion (-,-) : E x E — K que satisface las siguientes propiedades:

i) (x,x) #0 Vz € K- {0}.
i) (ax +by,z) =a(x,z) +b{y,z) Va,beK, Vz,y,z € E.
iii) |(z,9)|> < [(z,2)| |y, )| Va,y € E. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Si (x,y) = (y,x) Va,y € E, entonces éste se llamard “Producto Interior
Simétrico”.
Observaciéon 2.1. El par (E,(-,-)) se conocerd como “Espacio con Producto

Interior no-Arquimedeano”.

Teorema 2.1. Un producto interior no arquimedeano induce la siguiente norma
no-arquimedeana

|| = [{z, )"

24
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Demostracion. Dado a € K, con a # 0,y € F, con x # 0, se tiene
2
laz||” = [{az, az)| = |a| (z, azx) < |a| [|z]| [|az|

y asi,
laz|| < laf |||

Utilizando lo anterior, obtenemos

-](3)

la| [l < flaz]]

‘1
<|=
a

laz||

es decir,

En conclusion,
laz|| = [a] ||z|

Para la desigualdad triangular fuerte, supongamos que ||z + y|| # 0. Entonces,

lz+yl* = let+ye+yl=zz+y)+ye+y)
< méx{|(z,z + )], [y, z +y)|}

Ademds, como |(z,2 + 9)| < [ |z + yll ¥ | (3, + )| < llyll |« + yll, se obtiene
que
2 .
o+ gl < llz + yll max{ 2], yll}

Luego,
2 +yll < méx{|[=]], [ly]l}

En lo que sigue, cuando se haga referencia al espacio normado E, se hara
respecto de la norma proveniente del producto interior no arquimedeano

]| = [(z, )"/,

Notemos que ||E|| C |K|*? = {|a|"/? : a € K}.

Ejemplo 2.1. Consideremos el espacio E = K2. Para x = (x1,22), vy = (y1,%2)
en K2, se define
ziyr oyl = fwel
<$, y> =
z2y2 |yl <lyel

Esta funcion es un producto interior que induce la norma del mdzimo en K2.

En efecto, notemos que {x,x) = 22 o (x,z) = 2 dependiento si |x1| >| x2| o

|x1| < |x2| respectivamente. Entonces,

2 . 2 2 .
)™ = [{z, 2)| = méx{la [, [22]"} = ||o]| = méx{]aa], [22]} =[]
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Asi, para x # 0 se tiene {x,z) # 0. Por otro lado, para z = (z1,22) € K2 y
a,b € K tenemos

(az1+byr)z1 5 |21] > |2
(ax + by, z) = =a(z,z) +b(y,2)
(azg +by2) z , |z1] < |z

Finalmente, para la desigualdad de Cauchy-Schwarz, supongamos que |y1| >
ly2|. Entonces,

2 2 2, 2 ( 2 2 2

Kz,o)l” = |ergnl” = [oa]" [pn]” < max{ |21]", [22]" } 11 ]

2 2 2 2 2
)15 max{ |y1]”, [y2]" } = [lzll s vl

A

El caso ly1] < |y2| se desarrolla de manera similar.

Para el caso particular K = Qo y para x = (2,4) € Q3, obtenemos que
(x,z) =22, pues |2|, > |4],. Asi,

1
.2l =
de lo que se sigue que
1
1/2
el = e, 2)ly* = 5

2

1
Definamos 3 = 3 Y notemos que (3 € Qy. Asi, considerando u = 3~z = (4,8),

obtenemos que
, 1
[Jull = max{|4|2 ) |8|2} = 1 #1

por lo que se concluye que no siempre es posible crear vectores unitarios.

2.1. Normalidad

Definicion 2.2. Sea E un espacio con producto interior no arquimedeano y
sean x,y € E.

1. Diremos que x es normal a y, si (y,z) =0.
2. Dado B C E. Se define el complemento normal de B como el conjunto,

B'={ycE: (z,y)=0Vac B}

3. Dado A C E. Se define el complemento transversal de B como el conjunto,
A" ={yeFE: (y2)=0VYrcA}
4. Dados A, B € E. Diremos que A es normal a B, y lo denotaremos por

A-B, si
(y,2)y =0, Y€ A, VyeB
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Observacién 2.2. Si (-,-) es simétrico, entonces B™ se dird “perpendicular” y
lo denotaremos, simplemente, por BP

Proposicion 2.1. Si (-,-) es simétrico, entonces BP es un subespacio cerrado.

Demostracion. Para x € B, x fijo, se define la funcion f, : E — K, y — f.(y) =
(x,y). La cual resulta ser continua, pues

[fe )] = (2, 0)] < =] llyll

Asi, como Ker(f,) = BP se concluye que BP es cerrado. O
La relacion entre normalidad y ortogonalidad se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Sea E es un espacio con producto interior no-Arquimedeano. Si
x es normal a y, entonces x es ortogonal a y.

Demostracion. Supongamos que x # 0. Como <y,x> = 0, entonces para todo
beK

lz]* = (@, 2)| = |{z,@) + (by,@)| = |{& + by, x)| < ||z + by|| ||
De lo anterior, se sigue que
[zl < llz + byl V,beK
O

El reciproco no necesariamente se cumple, como lo muestra que siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.2. Consideremos el el producto interior del Ejemplo 2.1 , con
z=(1,1) ey = (1,0). Entonces,

o+ ayl| = max{|1 +al, 1} = 1 = o] VaeK

de lo que se concluye que x es ortogonal a y, pero en cambio, como 1 > 1 se
stgue que
(@) =1-1#£0

por lo que ortogonalidad no implica normalidad.

Observacion 2.3. Si {x1,22,...} es un conjunto ortonormal, entonces
{1, x2,...} es linealmente independiente (Proposicion 1.4 ).

Teorema 2.3. Sean M, N subespacios de E, con M normal a N y sean (x,,) e
(yn) sucesiones en M y N respectivamente. Entonces (z,), con zn = Xy + Yn,
es una sucesion de Cauchy en M + N si y solo si (x,) e (yn) son sucesiones de
Cauchy en M y N respectivamente.
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Demostracion. Notemos quesi z,y € M y v,w € N, entonces por los Teoremas
1.9 y 2.2, se tiene que

Iz —y) + (v —w)|| = méx{|[z —yl; v — wl|}
Asi, para todo m,n € N obtenemos
zm — 2nll = [(Tn — Tm) + (Yn — ym) || = m&x{ |20 — |, |Ym — ynll }

de lo cual se sigue que la sucesion (z,)nen es de Cauchy en M + N si y solo si
(n)nenN Y (Yn)nen lo son en M y N respectivamente. O

Corolario 2.1. Si M y N son subespacios cerrados de E, con M normal a N,
entonces M + N es un subespacio cerrado.

Demostracion. Como M y N son subespacios cerrados de E, y E es un espacio
de Banach, se sigue que M y N son espacios de Banach. Luego, el resultado se
obtiene aplicando el teorema anterior. O

2.2. Productos Interiores Compatibles

Proposicion 2.2. Sea E un espacio normando no-arquimedeano sobre un
cuerpo esféricamente completo K tal que |E| C |K|. Entonces, existe un
producto interior no-arquimedeano sobre E que induce la norma original.

Demostracion. Sea x € E, z # 0. Como ||E|| C |K| podemos escoger a € K tal
que |a| = ||z||. Luego, para todo b € K se define

f [z} - K
br +—  f(bx) = ba?

donde [z] es el subespacio generado por z. Entonces,

17 = sup B0 0 Bllal
a0 ||bx]| be0 b |z]|  barzo D] [|2]]

[l

Asi, como K es esfericamente completo, podemos aplicar el teorema de Hahn-
Banach para extender f a un funcional lineal f, € E’, tal que | fz| = |||
Denotemos por P(E’) a la coleccion de todos los subconjuntos de E’ y definamos
la funcion

D : E — PE)
x +— Dx={feFE : f(x)=a?donde |a| =|z|}.

Ahora, para cada x € E, escogemos f, € Dz y denotemos por
S={fr€Dx:z€FE}.
Con lo anterior se define (-,-)¢ : E x E — K por

<xay>S = fy(x) .
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Esta funcion satisface i) y ¢i) de la definicion 2.1, ademéas como

(@ 9)ls = [fy @) < A fyll 2] = Tyl [l

con lo que se demuestra que (-,-)g es un producto interior en E que induce su
norma. O

Observacion 2.4. El producto interior definido en la proposicion anterior se
conoce como “Producto Interior de Hanh Banach”. Este, en general, no es inico,
en efecto, consideremos ' =K = Qy y tomemos © = 1,a; = 1 y ap = 5. Asi,
|1|, = |6, = 1. Luego, se definie los funcionales lineales

f+n - Q
al — flal)=al?

g+ 6] - Q
B5 — f(B1)=p6
Ademads,

Ifl=1 vy lgll=1

Por lo que, aplicando el teorema de Hahn-Banach, podemos extender los
funcionales f y g a los funcionales f,, g, € E', tales que ||fz]| =1 y ||g=|| = 1.
Con lo anterior, podemos definir los productos interiores de Hahn-Banach

(wy)s, = f@) y (09)s = 0,(@)
los cuales inducen la norma de E.

El siguiente teorema caracteriza los espacios de Banach E que admiten un
producto interior compatible.

Teorema 2.4. Para un espacio de Banach no-arquimedeano E sobre un cuerpo
K, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. E admite un producto interior que induce la norma de E.

2. ||E|| C |]K|1/2 y cada subespacio 1-dimensional de E es ortocomplementa-

do.

3. Eziste una funcion y — f, de E en E' que satisface ||fyl| = |yl y
2
[fy )] = llyll” para todo y € E.

Demostracion.

1. = 2. Sea (-, -) el producto interior que induce la norma original de E. Entonces,
para cada = € E, ||z|®> = |(z,2)] € [K|. Asi |[E|| C |K|1/2. Ahora, dado
y € E, y # 0, el complemento transverso {y}” es un subespacio cerrado de
E (Proposicion 2.1); ademés {y}™ es ortogonal a {y} (Teorema 2.2).

Ahora, notemos que, para cada x € F, se tiene

(x,y) | (z,9)
W’ !

r = T —
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con

e e
Asi,
E={y}"+ [y

2. = 3. Dado y € E, y # 0, existe un subespacio M, tal que

E=M,®lyl v [y]LM,

Ademas, como ||y|| € || E|| C |K|1/2, existe a, € K tal que |a,| = lly||°. Con esto
podemos definir el funcional lineal continuo

fy + Mya [y — K
z+by —  fylz+by) =ba,

Ahora, dado z € E, existen x € M, y b € K tales que z =z + by y asi,

2
[fy(2) = lbay[ = [o] [lyll
= [yl llyll
<l + oyl llyll = 1=l Iyl
2 .
Por lo que, |[fyll < [yll. Pero como |fy(y)| = lay| = [lylI", se sigue que
1yl = llyll-

3. = 1. (z,y) = f,(z) define un producto interior sobre E con

(@, )| = | fu(2)| = |
O

El siguiente corolario es una version débil de ortogonalidad implica la
normalidad.

Corolario 2.2. Sea E un espacio de Banach mno-arquimedeano con las
propiedades que todo subespacio 1-dimensional de E es ortocomplementado y
que ||E|| C |K|1/2. Sea M subespacio finito-dimensional y sea S un conjunto de
vectores ortogonales a M. Entonces existe un producto interior (-, ) sobre E que
induce la norma, y que ademds (x,y) = 0 para todo x € M, y € S.

Demostracion. Notemos que, como cada subespacio 1-dimensional admite un
ortocomplemento, entonces los subespacios finito-dimesionales también los
admiten. Luego, para caday € S, y # 0, el subespacio finito-dimensional M +[y]
admite un ortocomplemento que lo denotaremos por INV,, es decir,

E=N,o(M+[y]) v NyL(M+[y])
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De lo anterior, se sigue que M, = M + N, es un ortocomplemento de [y].
Ahora, como |y € ||E|| C |K|'/?, existe ay € K tal que |a,| = ||y||>. Con esto
se define el funcional lineal continuo
gy + My® [y — K
x+ by — gy(erby):bay
Notemos que g, (z) = 0, para todo z € M,,.

Luego, definiendo (z,y) = gy(x), se obtiene un producto interior sobre E, el
induce su norma. Como M C M,, para cada y € S, se sigue que

(z,y)=0 Yz e M, VyeSs

2.3. Producto Interior Simétrico

Comenzamos la seccion demostrando un lema tecnico.

Lema 2.1. El campo de clases residuales de K es formalmente real si, y sdlo
si, para cada subconjunto finito {\1, Aa,..., Ay} C K, se tiene

2
Anl}

yoeeey

AT+ A3 4+ A% = max {|AT], A3

Demostracion.

=] Supongamos que el campo de clases residuales de K es formalmente real.
Probemos que si {A1, A2,..., A\, } C K, entonces

AT+ A3+ 4+ A2 =max { M), | A3], . AL}

En efecto, definamos

[IAl = méx {|A1], [ A2], .-y |l e I={i€{1,2,....,n}: |N| = A}
Entonces, |X\;| = ||A]| para i € T y |A| < ||[A| para ¢ € I. Ahora,
supongamos por un instante que [[A|| = 1, entonces |\;| = 1 parai € I y

asi \; # 0. Luego, como k es formalmente real, se tiene que

D= NAD

iel i€l

y asi,

=1

PR

iel

Por otro lado, como |\;| < 1 para i &€ I, obtenemos

S <1=D> N

igT iel
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con lo que se obtiene

anAf =D oN+D N =
i=1

igl iel
Ahora, si ||Al # 0 y |[Al # 1, escogemos a € K tal que
la] = ||A|l v aplicamos el procedimiento anterior al conjunto finito
{a_l /\1,CL_1 Ao,y .. .,a_l /\n} c K.

2
= 1=l

>

iel

<] Reciprocamente, supongamos que, para cada subconjunto finito
{1, A2, .., A} C K, se tiene

AT+ A3+ N =max (AL [A3]L L A2}
Mostrermos que k es formalmente real. En efecto, sea {A1,...,\,} C k
tal que

PR Derl
i=1 i=1
n
Luego, Z)\f =0y
i=1
X[ <max{|[A],.... A2} =D A =0
i=1
de lo que sigue que \; =0, para todoi=1,...,n.

Observacion 2.5.

1. Notemos que si x € co(T), entonces |x(t)| < ||z| ., para todot € T.
Por otro lado, si x # 0 y € = ||z||,, entonces el conjunto
{teT:|z(t)] = ||z|} es, alo mds, finito, pues {t € T : |x(t)| > €} es
finito por la definicion de co(T).
Denotemos por m(x) al conjunto {t € T : |x(t)| = ||z| . }-

2. Consideremos x,y € co(T'). Entonces,

S (b))

teT

es una forma bilineal simétrica y continua, pues

> w(ty(t)

teT

< méx{|z(t)], [y(O)]} < [zl 1yl < +o0

Ademds, para cada o, 3 € K, y cada x,y, z € co(T) se tiene

Y (aa(t) +B()y(t) =Y a(t)y(t) + 8 ) =(t)y(t)

teT teT teT
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Con lo anterior, podemos mostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Consideremos la forma bilineal

(wy) = z()y(t)

teT

en co(T). Entonces, {-,-) es un producto interior si y sdlo si la clase residual de
K es formalmente real. Ademds, cuando (-,-) es un producto interior, se tiene

, Vo= (x(t)) € co(T)

> )

teT

(z,z)| = =], =

Demostracion.

ol

Supongamos que la clase residual de K es formalmente real. Por el punto
2 de la Observacion 2.5, basta mostrar que [(x,x)| = Hac||iO En efecto,
si consideramos m(z) = {t1,t2,...,t,}, se tiene que |z(t;)| = |lz||,, para
i=1,2,...,ny |z(t)] < || parat & {t1,t2,...,t,}. Ademas,

> 2?(t)| <méx {|2?(t)] 1t € w(2)} < ||zl
tgm(z)

Por lo que basta mostrar que
|22 (1) + % (t2) + - + 27 ()] = [lllZ,

para obtener

2
Y22 0)] = llzl%
teT
En efecto, notemos que {z(t1),x(t2),...,z(t,)} es un conjunto finito de

K. Luego, como el campo de clases residuales de K es formalmente real,
podemos aplicar el Lema 2.1 para obtener

lz]* = (@, 2)| = | Y 2*(@t)] = el
tem(z)
Asi,
[z )| < M2l 19l oo = [l21] Iyl
lo que muestra que {-,-) es un producto interior no-arquimedeano que

induce la norma de ¢o(7T).

Supongamos que (-,-) es un producto interior que induce la norma de
¢o(T). Mostremos que el campo de clases residuales de K es formalmente
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real. En efecto, sea {\1,...,\,} C Ky para t1,ts,...,t, € T definamos

x(t;) =N parai=1,2,...,ny x(t) = 0 en otros casos. Asi,
M+t =l = ) 2P
teT

= max{|2*(t)| : t €T}
méx{|\?| :i=1,2,...,n}

Luego, por el Lema 2.1 obtenemos que el campo de clases residuales es
formalmente real.

O
Corolario 2.3. Sean ay,aq,...,a, € K. Si el campo de clases residuales de K
es formalmente real y |a;| = ¢ para i =1,2,...,n, entonces
n
> =
i=1
Demostracion. Para ty,ta,...,t, € T definamos x(t;) = a; para i = 1,2,...,n
y x(t) = 0 para otros casos. Asi,
n
> a2 = > 2% ()| = max{lz(t)]* : t € T} =
i=1 teT
O

Corolario 2.4. Sean z,y € c¢o(T) y supongamos que el campo de clases
residuales de K es formalmente real. Entonces,

[z, ) + (y,y)| = max{[(z, )|, [(y,y)| } .

Demostracion. Si [(xz,x)| # |(y,y)|, entonces el resultado se sigue aplicando el
Teorema 1.2.

Sin perdidad de generalidad, supongamos que |{z,z)| = ||gc||iO = Hy||c2>o =
[{y,y)] = 1 y consideremos w(x) = {t1,ta,...,tn}, 7(y) = {s1,52,...,8m}
Luego, aplicando el Lema 2.1 a los conjuntos {x(t1), ..., z(t) v {y(s1),- -, y(sm)}

se tiene
n
Z a®(t:)
i=1

y aplicando nuevamente el Lema a {z(t1),...,z(t,),y(s1),.-.,4(sm)}, se

=1 vy D) =1
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concluye
(o, 2)+ () = | D 22O+ > 2B+ Y, PO+ > v
tgn(x) tem(z) tgm(y) tem(y)
= | > 2+ Y, P
tem(x) ten(y)
_ 2 2 2 2
= |22 t) + . 2 () F Y (50) 5 ()|
. 2
= maX {|mtz ? 7|y5j| }: 1
1<i<n
1<j<m
= méxq > 22 t)], > v(s))
i=1 j=1

= max{|(z,2)[, (v 9)|}
O

Siguiendo los mismos argumentos que en la demostracion del corolario anterior,
se obtiene:

Corolario 2.5. Six1,xa,...,2, € co(T), entonces
n
Z (i, ;)| = méx{|(xs,z;)| :i=1,...,n}
i=1

Demostracion. Mostremos el Corolario para tres elementos z,y,z € ¢o(T). Si
[z, 2)| # |{y,y)| # |(z,2)], el resultado se sigue de la desigualdad triangular
fuerte.

Si [{x,z)| = [{y,y)| pero |{z,z)| # |(z, )|, entonces por el Corolario 2.4, se tiene

a,2) + (,9) + (22| = max{](e,2) + {.9)], (2 2)])
= méx{méx{|(z. 2)| . [{s.9)[},](=. 2}
= méx{|(z )] [{y. 1) (= 2)]}

Si {z,z)| = [y,y)| = |{z,2)] = 1, entonces, siguiendo la demostracion del
Corolario 2.4, se tiene
3
Dmnm)| = | D @O+ Y. W4+ Dz + Y. 2(t)
i=1 tgm(x1) tem(xzy) tgm(zy) tem(zy)
= | Y do+...+ D 22w =1
tem(zy) tem(zy)

= méx{[(z, z)|, (v, 9)| (2, 2)[}
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Observacion 2.6. Notemos que en el caso real o complejo, cuando tenemos un
producto interior que cumple con

[z y)| = Nzl lyll

entonces existe a € K tal que y = azx.

Este no es el caso para los productos interiores no arquimedeanos. En efecto,
supongamos que el campo de clases residuales de K es formalmente real.
Luego, en K3 consideramos el producto interior simétrico natural. Asi, para
los elementos y = (0,1,1) y ¢ = (1,0,1) se tiene que {z,y} es un conjunto
linealmente independiente, pero en cambio

L=zl = 19l = [z, 9} = |12l o 9]l

2.4. Gram-Schmidt en ¢y

Aun cuando se mencioné en el Ejemplo 2.1 que, en general, no es posible crear
vectores unitarios en espacios de Banach, cada elemento no nulo de ¢y puede
ser normalizado. En efecto, si € ¢g, con & # 0, se define p(x) = minn(x);
entonces, |z(p(z))| = |z||,. Luego, tomando a = z(p(z))~', se obtiene que
Yy = ax es un vector unitario.

Teorema 2.6. Sea (x,) € cg una sucesion de vectores linealmente independi-
entes. Entonces existe una sucesion ortonormal de vectores (y,) € c¢o tal que
[X1,@2, ..., xn] = [Y1,Y2, - -, Yn] para todo n € N

. -1

Demostracion. Sea wy = x1 y wy = oy — (T2, w1) (w1, w1)  wp (notemos que
wy # 0 pues si lo fuera, x5 seria multiplo de x1, contradiciendo la independencia
lineal). Luego,

<w1,w2> = <$1,332 - <$2,931> <$1,$1>71 $1>
(

T, x9) — (o, x1) (21, 21) " (21, 1)
=0

de lo que se sigue, w; es ortogonal a ws.
De la misma forma, se define

wy = w3 — (T3, w1) (w1, w1) " wy — (T3, W) (w2, wa) " Wy

(ws # 0 pues si no lo fuera, x3 serfa combinacion lineal de z1 y de x3) con lo
que obtenemos (wy,w3) =0y (w2, ws) = 0.
Iterando de la misma forma, obtenemos que, para k > 1
k—1
-1 S
wy =k — Y (ko w;) (i, wi) " wi, con (wi,wy) =0 Vi, j, i
i=1
Para normalizar la sucesion obtenida definimos, yr = apwg con ap =
wi(p(wi)) ™",y ast [x1, 22, ., 20] = [Y1, 52, -+, Ynl- O
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2.5. La propiedad de Riemann-Lebesgue

Notemos que, si (z,) es una base ortonormal de ¢y, entonces todo = € ¢ se
puede escribir como x = ZneN anTy, con a, € K. Asi, por la continuidad del
producto interior y utilizando el hecho que la sucesion (x;,) es normal obtenemos
que para todo x € c¢g, (x,z,) = a,, Vn € N, y por la Proposicion 1.4 concluimos

(x,2n,) — 0 cuando n — oo

Con este hecho podemos dar la siguiente definicion.

Definiciéon 2.3. Sea (x,) una sucesion en co. Diremos que (z,) tiene la
“Propiedad de Riemann-Lebesque” si (x,2,) — 0 para todo x € ¢

A continuacién mostraremos que toda sucesion ortonormal con la Propiedad de
Riemann-Lebesgue esta “dentro de una base ortonormal”.

Teorema 2.7. Si S C ¢
1. es un conjunto ortonormal finito {x1,za,...,24}, 0

2. es una sucesion ortonormal (Tp)nen con la propiedad de Riemann-
Lebesgue,

entonces S puede completarse a una base ortonormal de cg.
Demostracion.

1. Sean M = [{x1,22,...,2n}] e I = {k € N: e, & M}. Para cada k € I,

definimos
n

wi = ex — »_ (ex, x5) (2, 25) 7 @

Jj=1

y consideramos un subconjunto linealmente independiente maximal W de
{wy, : k € N}. Sea {yi, : k € N} el conjunto obtenido al aplicar el Teorema
de Gram-Schmitd a W. Pongamos N = cl[{yx : k € N}|. Ahora, para todo
wy, € W tenemos

oo
W =Y iy i €K, g€ N
i=1

n (o]
em =D (em ;) (w),5) @+ Y pys € M+ N
j=1

i=1

lo que muestra el resultado.
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2. Sean M =cl[{z, :n €N} #coyI={neN:e, & M}. Porla propiedad
de Riemann-Lebesgue de (2, )ncn obtenemos

lim (e,,z;) =0 Vnel
J

y asi, la serie
-1
D len y) (wj,25) "
JEN

converge para todo n € I. Ahora, para n € N, se define

wo = en = Y {ensag) (zj,05) @ £0 (e & M).

jEN

Luego,

<wnﬂ x2> = <€n7xi> - Z <en7$j> <xj7xj>7l <xj7zi>
JjEN
= (en,x;) —(en,z;) =0 Vnel,VieN

De esto se sigue que w,, es normal a M, para todo n € N. Siguiendo las
mismas ideas del caso anterior, consideramos un subconjunto linealmente
independiente maximal W de {w, : n € N} y aplicamos el Teorema 2.6
para obtener un conjunto ortonormal {y, : n € N}. Luego, definiendo
N = d[y, : n € N], obtenemos que N es normal a M y resultado se sigue
de igual forma que el caso anterior.

Ahora, como M + N es cerrado (Corolario 2.1) y {e,, :n € N} C M + N,
se tiene cg = M + N.

O

Corolario 2.6. Sea M wun subespacio de cy. Entonces, si M es de dimension
finita o M es de dimension infinita y tiene una base ortonormal con la propiedad
de Riemann-Lebesgue, entonces co = M ® MP.

Demostracion. Si M es finito-dimensional, entonces M posee una base
ortonormal {z1,xa,...,z,}, por el Teorema 2.6. Ahora, si z € ¢y, entonces

n

Z (zy k) (@, 26) " € M .
k=1

Pues bien, si consideremos

n
y=z- Z (z,xp) (@, z) " g
k=

1

entonces para x; € M tenemos

<y’xj> = <Z>xj> - <Z,$j> =0.
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Esto implica que y € MP. Por lo tanto, para cada z € ¢y tenemos la
representacion

n
Z (z, k) xk,xk)flmk—l—y e M+ MP
k=1

donde el primero sumando de la derecha pertenece a M y el segundo sumando
a MP. En consecuencia ¢y = M & MP.

Supongamos que M es de dimension infinita y que posee una base ortonormal
{zn : m € N} con la Propiedad de Riemann-Lebesgue.

Por el teorema anterior, existe una base ortonormal numerable {y, : n € N} tal
que {x, : n € N} U{y, : n € N} es una base ortonormal para c¢y. Definiendo
M = cllz, : n € N], obtenemos que N = clly, : n € N] = MP. O

Observacion 2.7. No toda sucesion ortonormal posee la Propiedad de Riamnn-
Lebesgue, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. Consideremos los vectores,

z1 = (1,1,0,...)

2 = (1,- 110 )

v = (1,-1,2,-6,1,0,...)

2y = (1,-1,2,-6,-42,1,0,...)

xn, = (a1,a9,a3,...,a,,1,0,0,...)
Paran > 2,

n
2 2

Tn+1 == <a1aa23a37"'aana_ aia150707"'>
i=1

Continuando de esta manera, obtenemos una sucesion de vectores tales que
|zn|| = méx{|a;| : i € N} =1 (con a; entero, para todo i € N)

Ademds, como [{xn,e1)| = 1 para todo n € N, se sigue que (x,) no posee la
Propiedad de Riemann-Lebesgue.

A continuacién damos un criterio para identificar sucesiones con la Propiedad
de Riemann-Lebesgue.

Teorema 2.8. Una sucesion ortonormal (x,) = (2, (k)ren) tiene la Propiedad
de Riemann-Lebesque si, y sdlo si, para todo € > 0 y para todo m > 0, existe
N = N(m,e€) > 0 tal que

n>N = |z,(i)|<e, Vi, 1<i<m



CAPITULO 2. PRODUCTO INTERIOR NO-ARQUIMEDEANO 40

Demostracion.

<)

Sea € > 0 dado, y supongamos que para todo m > 0, existe
N = N(m,e¢) € N tal que

n>N = |z,(i)] <e, Vi,1<i<m

Mostremos que (z,,) tiene la propiedad de Riemann-Lebesgue. En efecto,
dado z = (z(n)) € ¢, escojemos m > 0 tal que

|x(?)] < e para i>m
Por hipoétesis, para este m, existe N € N tal que
n>N = |z,(i)| <e para 1 <i<m

Ahora, como |z, (i)| < € parat < myn > Ny que |z(i)| <|| z||,, para
todo i, se sigue de esto que

|z(i)xn (i) < € |lzl|,, paran>Nyi<m
y asi,
> w(i)an(i)| < méx {Jz(i)za (i) 11 < m} < ||zl €
i<m

Por otro lado, para i > m se tiene que |z(i)| < € y |z,(i)| <|| ]l = 1,
cualquiera sea n € N. Luego,

|z(i)x,(i)| <€ parai>myn>N
y por tanto,
Z x(1)xn ()| < méx {|z(i)z,(i)] : i >m} <e paran> N .
i>m
En consecuencia, paran > N,

€N i<m i>m

IN

méx{||z]|, €, €}
lo que muestra que (z,x,) — 0.

Ahora, supongamos que existen € > 0 y m > 0 tales que para infinitos n
se tiene |z, (in)| > € para cierto 4,, < m. Luego, para & = (0y,4,), CON Op, i,
delta de Kronecker, se tiene |(x,z,)| > €, es decir,

(x,zn) /&~ 0
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2.6. Complementos Normales

En la secciéon anterior, gracias al Corolario 2.6 hemos encontrado condiciones
suficientes para las cuales un subespacio cerrado M cumple con

C():MEBMP

En la presente seccién se encontraran condiciones necesarias que permitirdn
caracterizar tales subespacios cerrados.

Definicién 2.4. Sean M y N dos subespacios cerrados de co. Diremos que N
es un complemento normal de M si

1. {(z,y)=0 YzeM, Vye N.
2. COZM@N.

Teorema 2.9. Sea f un funcional lineal continuo, distinto del nulo, definido
sobre co. Entonces, f es un funcional de Riesz si y sdlo si N(f)P # {0}. Para
esto ltimo, se tiene que

co=N(f)® N(f)
Demostracion.

=] Supongamos que f es un funcional de Riesz. Luego, existe y € ¢g, y # 0,
tal que f(-) = (-,y). Notar que y & N(f), pues |(y,y)| = [|y|* > 0. Ahora,

como
(z,y) =0 Vz e N(f)

se concluye que y € N(f)P, lo que muetra que N(f)P # {0}.

< | Reciprocamente, supongamos ahora que existe w € N(f)P, w # 0. Asi,
w &€ N(f) y con esto se define M = [y], donde y = w/f(w). Ahora,
para & € co, definamos § = f(z). Notar que, x — Sy € N(f), y que
x=x—0y+ Ly € N(f)+ M. Ademéas, N(f)N M = {0}, lo que muestra
que ¢g = N(f) ® M. Luego, dado x € cg, existe z € N(f) y a € K tal que
r = z + ay. Notar que,

f@)=fz+ay) = f(z) +af(y) =a
Asi, tomando b = (y, y)fl obtenemos que
(z,by) = (z + ay, by) = (ay, by) = a = f(z)

lo que muestra que f es un funcional de Riesz. Se sigue del Corolario 2.6
que
co = [by]” @ [by] = N(f) ® N(f)?
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Corolario 2.7. Sea f un funcional lineal, no trivial, continua definida sobre
co. Si N(f) tiene una base ortonormal (zn)nen con la Propiedad de Riemann-
Lebesgue, entonces f es un funcional de Riesz.

Demostracion. Supongamos que N(f) tiene una base ortonormal (x,),en con
la Propiedad de Rienamm-Lebesgue. Entonces, por el Corolario 2.6, se tiene

co=N(f)e N(f)

Ademas, como f # 0, se sigue que N(f) # co, es decir, existe w € N(f)P con
w # 0, en otras palabras N(f)P # {0}. Por el Teorema 2.9 f es un funcional de
Riesz. O

El siguiente teorema caracteriza las bases ortormales de N(f) que tienen la
Propiedad de Riemann-Lebesgue.

Teorema 2.10. Sea f un funcional no nulo, continuo definido en cy y sea
(zn)nen una base ortonormal de N(f). Entonces, (xp)nen tiene la Propiedad
de Riemann-Lebesgue si, y solo si, lim (e;,z,) =0 cuando e; & N(f).

n—oo

Demostracion.

<] Supongamos que lim, (e;, z,) = 0 cuando e; &€ N(f).
Consideremos la sucesion (f(en))nen = (an)nen. Notar que (an)nen €
(= ¢), por la continuidad de f. Por otro lado, notar también que
T — f(a:)aj_1 e;j € N(f). En efecto,

f@ = f(@)aje;) = f(2) = f(w)a; ' [(e;) = f(@) = f(x)aj a; =0
Por tanto, como {z, : n € N} es una base de N(f), se tiene
nh—{lgo (z— f(ac)a;l €j,Tp) =0
Sea x € ¢y,
(v,2,) = <x — f(x)aj_lej, xn> + <f(ac)aj_1 ej,:cn>
= (z—f(@)a; ej,xn) + f(x)a; ' (ej, zn)

Tomando limite cuando n tiende al infinito y aplicando la hipotesis,
tenemos

lim (z,z,)=0

lo que muestra que (Z,)nen tiene la Propiedad de Riemann-Lebesgue.

=] Ahora, supongamos que (z,)nen €s una base ortonormal de N(f) con la
Propiedad de Riemann-Lebesgue, es decir,

(x,zn) — 0 VYa €
En particular,

lim (e;,z,) =0

para e; &€ N(f). O
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Observacion 2.8. Como el dual de ¢y es £°°, entonces existen f € ¢, que no
son funcionales de Riesz. Para estos funcionales, N(f)P = {0} por el teorema
anterior.

Teorema 2.11. Si f € ¢ es un funcional de Riesz, entonces cualquier base
ortonormal de N(f) tiene la Propiedad de Riemann-Lebesgue.

Demostracion. Si f =0, entonces N(f) = ¢o y asi, cualquier base de ¢ tiene la
propiedad de Riemann-Lebesgue.

Supongamos que f # 0 y como f es un funcional de Riesz, existe y € cg, y # 0,
tal que f(-) = (-,y). Por el Teorema 2.10, basta mostrar que nlingo (ej,zn) =0
cuando e; & N(f).

Sea e; un elemento de la base canonica tal que e; ¢ N(f) y consideremos la
sucesion (f(en))nen = (an)nen € £°°. Luego,

(vy— () a5 e;) = (w,y) — (W, v) a;* (y.e5) = () — (y,y) a; " a; =0

Es decir, y — (y,v) aj_l ej € N(f). Ahora, si (z,) es una base ortonormal de
N(f), entonces

0= (y,2n) = (y— (W) a; " ejomn) + (y,9) a; " (ej, Tn)
y luego,

<y_<yay> a]1€j71’n> =0.

Al {egoan) = = lim o

O

Observacion 2.9. Dada la base candnica (en)nen € co, se define el funcional
lineal,
e, ¢ — K
x — ei(x) =1
7 1

donde x = Z ZTnen. Notemos que €} € ¢y = (> y que
neN
lei(@)]

e}l = sup =1
ez o

Ademds, €} es un funcional de Riesz, ya que ei(x) = z; = (e;, x).
Proposicion 2.3. cl[{e} : i > 1}] = ¢.
Demostracion. Definamos la aplicacion lineal
® [ {ef:ieN}] — ¢
por ®(el) = e; en su base. Como

@)l = lleill = 1 = Jle
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® resulta ser isometria.
Se extiende continuamente ® a la claususra de [{¢} : i € N}]

o : dl{e:i>1}] —

la cual resulta ser también una isometria. Afirmamos que ® es sobreyectiva. En
efecto, sea (an)nen € ¢ y definamos

/ !/
T = g Gy, €, -

Como
0= lim |a,|= lm |a,| [le}|l ,
n—oo n—oo

se tiene que x’ € £*°. En particular,

n
= Zane’n = lim Zaie; ecll{e; :i>1}].

neN =1
Ahora,
n
(! _ . ) ’
o) = nlirr;oz; a; ®(e))
i—
n
1=
= Z a; e; = (ay)
neN
lo que muestra que P es sobreyectiva. O

La siguiente proposiciéon es una caracterizacion de los funcionales de Riesz sobre
Co.

Proposicion 2.4. f € cl[{e] :i > 1}] si, y solo si, f es un funcional de Riesz.
Demostracion.

=] Sea f € cl[{e} : i > 1}]. Luego, existe (an)nen € co tal que

oo
=2 anch
k=1

con
lim |ay,| |le] = lim |a,|=0
n—oo n—oo

y:Zanen

Por lo tanto, definiendo
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se tiene que y € ¢y, y que

o0 n
f= g oy 6; = lim E ozkeﬁf
n—oo
k=1 k=1

n
= lim E €L, -
n—oo

k=1

n
) <n1LH;oZake’“’ >
k=1
lo que muestra que f es un funcional de Riesz.

< | Supongamos que f es un funcional de Riesz. Entonces, existe y € ¢y, con
y # 0, tal que f(-) = (-,y). Ahora, notemos que

(oo}
Yy = g Q en € Co
k=1

y asi,

F=)=> are)=lm Y oxe|cclfe]:i>1}]
k=1 k=1



Capitulo 3

Operadores sobre ¢

En este capitulo se estudiaran en detalle los trabajos [1] y [2] de J. Aguayo y
M. Nova.

En estos trabajos se caracterizan los espacios que admiten un complemento
normal y como estos se relacionan con los operadores proyeccion.

Ademas, utilizando las proyecciones normales, se mostrard un anélogo no-
arquimedeano de un teorema de descomposicién espectral.

3.1. Proyecciones Normales
Sea T : ¢g — ¢g un operador lineal. Entonces,
1. llamaremos “espacio nulo de 77 al conjunto

NT)={z€co:T(x) =0}

2. llamaremos “Rango de T” al conjunto
R(T)={y € ¢o:y =T (x);para algin = € ¢y}
3. Ademas, denotaremos por L(cg) al espacio de todos los operadores lineales
T definidos sobre cy.

Definicion 3.1. Sea P € L(cy). Entonces, P se dird “Proyeccion Normal” si
satisface

1. P?2=P
2. P es continua.

3. (x,y) =0, para x € N(P) ey € R(P).

46
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Observaciéon 3.1.
1. De 1. y 3. en la definicion anterior, obtenemos que ¢ = N(P) @ R(P).

2. Siz € ¢y, entonces x — Px € N(P). En efecto,

P(x — Pz) = Px — P’r = Pr — Pz =0

3. Six € R(P), entonces x = P(z). En efecto, dado x € R(P) existe z € ¢y
tal que © = P(z). Ast,

P(z) = P(P(2)) = P*(2) = P(2)

Teorema 3.1. Sea P wuna proyeccion normal. Si (xn)nen €s una base
ortonormal de N(P), entonces ésta tiene la Propiedad de Riemann-Lebesgue.

Demostracion. Supongamos que (Z,)nen s una base ortogonal de N(P) y sea

x € co arbitrario. Si x € N(P), entonces lim (x,z,) =0, ya que (Zp)nen €s
n—oo

una base ortonormal de N(P). Supongamos que z ¢ N(P); como P es una

proyeccion normal, se tiene x — Pz € N(P) y que (Px,x,) = 0. Asi,

(x,2n) = (v — Px,x,) + (Px,2,) = (x — Pz, x,)

y por tanto

lim (z,z,)= lim (z — Px,z,) =0
n—oo n—oo

O

Corolario 3.1. Si P es proyeccion normal sobre ¢y, entonces I — P es también
una proyeccion normal. Ademds, N(P)? = R(P) = N(I — P) y R(P)? =
N(P)=R(I — P).

Demostracion.

1. I — P es continua, pues I y P los son. Ademas,
(I - P(2) = (I - P)(a - P(z) = = — P(a) - P(2) + P*(x) = 2 — P(x)

Asi, (I — P)> = I — P. Finalmente, (zr,y) = 0 con z € N(I — P)
ey € R(I — P), se obtiene de las igualdades R(P) = N(I — P) y
N(P) = R(I — P), las cuales se prueban a continuacion.

2. N(P)» = R(P).
Sea x € N(P)? y sea (u,v) € N(P)x R(P) tal que x = u+v (Observacion
3.1). Como (z,u) =0y (v,u) =0, se tiene que (u,u) = 0, lo cual implica
que u = 0. Luego, x = v € R(P).
Por otro lado, dado = € R(P) e y € N(P) obtenemos que (x,y) = 0, por
el punto 3 de la Definicién 3.1. Asi, z € N(P)P.
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3. R(P)=N(I-P).

r€R(P) & x=P(x)
< x—Px)=0
< (I-P)(z)=0
& xzeNI-P)

4. N(P)=R(I-P).

reN(P) & Px)=0
< xz=x—P(x)e RU-P)

O

Proposicion 3.1. Sea M wun subespacio cerrado de co. Si M posee una
base ortonormal con la Propiedad de Riemann-Lebesque, entonces eriste una
proyeccion normal P tal que M = N(P).

Demostracion. Por el Corolario 2.6, se tiene ¢co = M & MP. Si x € ¢y, entonces
existe un dnico par (u,v) € M x MP tal que © = u + v. Definiendo Py (z) = v,
obtenemos la proyeccion normal que cumple con N(P) = M. O

Corolario 3.2. Sea M wun subespacio cerrado y finito-dimensional de cq.
Entonces, las siguientes aseveraciones son equivalentes:

1. M admite un complemento normal.
2. M tiene una base ortonormal con la propiedad de Riemann-Lebesgue.
3. Euiste una proyeccion normal P tal que N(P) = M.

Demostracion.
1.= 2. Supongamos que M admite un complemento normal, es decir, existe un
subespacio IV tal que

co=M&N yque (z,y)=0, zeM, yeN

Luego, dado z € ¢( existen tunicos (z,y) € M x N tales que z = = + y. En-
tonces, definiendo Pys(z) = y, obtenemos un proyeccion normal que satisface
N(Py) = M. Asi, dada una base ortonormal (z,),en de N(Pay), ésta tendra
la Propiedad de Riemann-Lebesgue gracias al Teorema 3.1.

2.= 3. Sea M un subespacio cerrado tal que admite una base ortonormal con
la Propiedad de Riemann-Lebesgue. Luego, aplicando la Proposicién 3.1
obtenemos la existencia de una proyecciéon normal P tal que N(P) = M.
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3.= 1. Supongamos que existe una proyeccion normal P tal que N(P) = M.
Luego, por el Corolario 3.1 tenemos que R(P) = N(P)? = MP?, y utilizando la
Observacion 3.1, item 1. se tiene que,

co =M ® M?
lo cual muestra el resultado. O

Corolario 3.3. Sea M un subespacio cerrado de cy. Entonces,

1. Si M es finito-dimensional o tiene una base ortonormal con la Propiedad
de Riemann-Lebesgue, entonces MP tiene una base con la propiedad de
Riemann-Lebesgue o es finito-dimensional.

2. Si M tiene una base ortonormal con la Propiedad de Riemann-Lebesgue,
entonces cualquier otra base ortonormal tiene la misma propiedad.

Demostracion.

1. Supongamos que M es finito dimensional, luego por el Corolario 2.6
se tiene cg = M @ MP. Asi, si x € c¢p, entonces existe un tunico par
(u,v) € M x MP tal que x = u+wv. Definiendo Pys»(z) = u, obtenemos una
proyeccion normal que satisface que N(Py») = MP. Luego, el resultado
se sigue del Corolario 3.2.

2. Supongamos que M tiene una base ortonormal con la Propiedad de
Riemann-Lebesgue, entonces por el Corolario 3.2 existe una proyeccion
normal P tal que N(P) = M. Asi, si (z,)nen €s una base ortonormal
cualquiera de M = N(P), podemos aplicar el Teorema 3.1 para obtener
que (2, )nen también satisface la Propiedad de Riemann-Lebesgue.

O

Definicion 3.2. Un subespacio cerrado M de ¢y se dird que tiene la Propiedad
de Riemann-Lebesque si M es finito-dimensional o tiene una base ortonormal
con la Propiedad de Riemann-Lebesgue.

Lo siguiente, generaliza la Observaciéon 2.9

Observacion 3.2. Sea {e; : i € N} la base candnica de co. Se define el operador
lineal
e;» ®e; : ¢ — ¢
T = ei@e(r) =€j(T)e;.

Notemos que,
j@)| llesll —fej(@)]

) @ e = sup 2@l _
240 [l |l a0 |zl

= el =1

Por lo que €} @ e; € L(co).
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Proposicion 3.2. Sea (e;)ien la base candnica de co. Entonces, cada u € L(co)
se puede escribir de forma unica como

/
U = E aijej®ei
Jyi

donde para cada j € N, se tiene
11— 00

Ademds,
[[ull = sup |ov]
dri

Demostracion. Sea u € L(cg). Entonces, para cada j € N se tiene que
u(e;) € co. Luego, como (e;);cn es una base ortonormal de ¢y, existen tnicos
ayj,0z; ... € K, para cada j € N tales que

u(ej) = Z Q5 €;  CON lliglo |Oé¢j| =0
ieN

Se sigue de esto que,

u(z) = iju(ej) = Z Zaij Tje; = Z Zaij ei(w)e;

jEN jEN ieN JEN ieN
JEN ieN
Ademas,
Im |ay;] [|€f @ e = lim |a;;| =0 Vj €N
11— 00 11— 00
Asi,

/
U = g g ozijej@)ei

JEN ieN

es una suma puntualmente convergente. Por otro lado, notemos que

u(e;
[le;]]
Ahora, para cada x € ¢g, se tiene
lu(@)l| = || 2 ule;)|| < sup fz;] Jule;)ll < x| sup[lule;)]
jeN jeN jeN

por lo que

[u(z)]]
[[ul| = sup < sup [Ju(e;)]|
a0 |lZ] 7 jen
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lo que muestra que

[[ul| = sup [lu(e;)||
jEN

Finalmente
|ull = sup [[u(e;)|| = sup {Sup |04ij|} = sup |a;|
JEN jeN LieN Jy
O

Observacion 3.3. Por la proposicion anterior, sabemos que si u € L(co),
entonces u se puede escribir de forma unica como una suma puntualmente

convergente
!
U= E Qe X e;
i,j€EN

en términos matriciales, lo anterior puede representarse como

ap;p o2 a3 ot Qgy
Qo1 Qg Qa3 - Qoj
Q31 Q32 Q33 - Qg
Qi1 Qu2 Quz ot Qg
0 0 0 0
Proposicion 3.3. Sea u € L(cg), con u = E ozije;@ei. Entonces, las
i,JEN

siguientes aseveraciones son equivalentes:

1. W?=u
2. Z RO = ouj, para todo i,j € N.
keN
Demostracion.
1. = 2. Basta probarlo para los elementos de la base canonica. En efecto, sea
e; un elemento de la base canénica. Entonces,

u(e;) = Zaij ei = (a1, 005, 35, ..)
€N
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lo que implica que,

u’(e;) = u(u(e;))

= u(i aijel)
1€N

= ’U,(Oélj,Oégj,Oégj,...)

11 2 @z 0 Qg aj
Qg1 Qo Qi3 - Qg Q4
Q31 Q32 @33 - QA3 agj

D jen Q1kQk;
jeN QQkak]
ZjeN Ol.?,kakj

> jen Mkl

i z(z;k%)

€N \keN

> <Z aikakj> ei = u*(ej) = ule) = ) aijes

i€N \keN

en vista de la unicidad,

E Qi Ogj = Qi

keN

2.<= 1. De la parte anterior, se sabe que

u?(e;) = Z (Z aikakj> ei yque u(e;) = Zaij €i

i€N \keN i€EN

u2(6j) — Z (Z aikakj> e, = Zaij €, = U(Gj)

i€EN \keN €N

lo que muestra que u? = u.
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Observacion 3.4. Sea ey, un elemento de la base candnica y u como en la
Proposicion 3.3 . Entonces,

(e, — uleg),uleg)) = <(0,..., 1 ,(),...)—(alk,a%,...),(alk,azk,...)>

~—
k-ésimo
— 2 2 2
2
= Okk — Z%‘k
1€N

Ast, u una proyeccion serd mnormal si, y sdlo si,
2
E QG = Qgk
ieN
Utilizando la Proposicion 3.3 y la Observacién 3.4 se obtiene el siguiente

resultado.

Proposicién 3.4. Sea u = E aije;- ®e; € L(cy). Entonces, las siguientes
i,jEN
aseveraciones son equivalentes:

1. u es proyeccion normal.

2. Para cada k € N,

2
§ Qi = Qkk

€N

E Qij Qi = Qg

jEN

Y, para cada i,k € N,

Demostracion. Por la Proposicién 3.3, se tiene que u es proyeccion si, y sélo si,
E Q5 Ok = Qg Vi,k‘EN
jEN
Ademas, por la Observacion 3.4, obtenemos que u es proyeccion normal si, y
solo si,
2

E Qi = Qg

ieN
lo que muestra el resultado. O

3.2. Operadores Adjuntos y Auto-Adjuntos

Definicién 3.3. Sean u,v € L(co). Diremos que v es adjunto de u (con respecto
a (-,-)) si, para todo x,y € cg, se tiene que

(u(z),y) = (2, v(y))

En tal caso, diremos que u admite un adjunto y que denotaremos por u*. Si
u = u" diremos que u es auto-adjunto.
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Observacion 3.5.

1. El adjunto de u es tinico.

2. Para cada A € K y cada .,y € o, obtenemos (Au)* = Au*.
En efecto, dados A € K, x,y € cg se tiene

(Au)(@),y) = (Aulz),y) = A (u(z),y)
= Az, u*(y)) = (z, Au*(y))
= (=, (Au")(y))

*

y por la unicidad (Au)* = Au*.
3. (wv)* = v*u*.
En efecto, dados x,y € cy se tiene
(wo)(@),y) = (u(v(@)),y) = (v(z),u"(y))
= (z,v"
y por la unicidad (uv)* = v*u*.

4. No todo elemento uw € L(cg) admite adjunto. Como contra-ejemplo,

consideremos
oo
u = E Z; €1
i=1

y supongamos que éste admite un adjunto u*. Luego,
1= (u(e;), e1) = (ei,u(e1))

cualquiera sea i € N. Como (u*(e1)) = (y;) debes er un elemento de co y
(e;,u*(e1)) = y; — 0, obtenemos una contradiccion a lo anteior.

Teorema 3.2. Si P es una proyeccion normal, entonces P es operador auto-
adjunto. Reciprocamente, si P es un operador auto-adjunto y P2 = P, entonces
P es un proyeccion normal.

Demostracion. Supongamos que P es una proyecciéon normal y sean z,y € ¢g.
Luego, se tiene que © — Pz, y — Py € N(P) y

(Px,y — Py) = (Px —x,Py) = 0.

Por tanto,
(Pz,y) = (Pz,y— Py)+ (Pz, Py) = (Px, Py)
= (Px —z, Py) + (x, Py)
= (z,Py)

Reciprocamente, supongamos P un operador auto-adjunto y P? = P, y sean
x € N(P) ey € R(P). Luego, existe z € ¢y tal que y = Pz. Asi,

(x,y) = (x,Pz) = (Pxz,z) =0

lo que muestra el resultado. O
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Teorema 3.3. Sea u = E Qi e;- ® e; € L(co). Entonces, v admite un inico
,J
operador adjunto si, y sdlo si,
lim |ag;| =0 Vi>0
j—00
Bajo esta condicion, se tiene

* !
U = E Qi €5 X e;
i

Demostracion. Sean u,v € L(cp). Por la Proposicion 3.2, u y v se escriben de
forma tinica como,

u:Zaije;@) ey U:Z@-je;w@ e
0,J (2]
con
lim |oj| =0y lm |B;;| =0
11— 00 11— 00
Luego, v es un adjunto de u si y soélo si
<’U,(£L')7y> = <x,v(y)> Vif,y € Co
Entonces, si consideramos la base ortonormal (e, )nen de ¢g, obtendremos que

<Z Qi €k, €j> = (u(ei), e;)

keN

= (e v(e))) = <eia Zﬂkj €k>

keN

Qg

= ﬁl‘j Vi,jEN

Ademas,

Por lo tanto, v se puede escribir como
/
v = Z ajie; @ e
4,J

O

Observacion 3.6. Por la proposicion anterior, sabemos que si u € L(co),
entonces u = E fo e;- ® e; admite un adjunto si, y solo st,
2]

h'm |Oéij| =0 VieN
j—oo
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en términos matriciales, lo anterior nos dice que

Q11 Q12 (13 s O ... —0

Q21 (g2 (23 cee Q4 ... —0

Q32 (32 (33 co. Q3j .. —0
u =

Q1 [675)] Q3 N Q5 ... —0

Observacion 3.7. Sea f(-) = (-,y) un funcional de Riesz, donde y = (yn) € co,

y # 0. Notemos que f(e;) = yi, (y,y) = ny = Z (ei,y>2 € K. El operador
iEN iEN

lineal u definido como

coo¥%
cocof
coof
cocof

es continuo, su nucleo es igual N(f), y su adjunta es

yi 0 0 0

y2 0 0 0

v | ws 000
00 0

Proposiciéon 3.5. Si f y u estdn definidos como en la observacion anterior,

entonces

=——u'ou

(v,v)
es un proyeccion normal y N(P) = N(u) = N(f).

Demostracion.

1 - 1 . 1 1

P*—<u*ou) =—— (u*ou) = uo(u)* = u*ou=P
) ) (v, y) (v, y)

Lo que muestra que P es un operador auto-adjunto. Ahora, la matriz asociada

a P es la siguiente:

Yyl vive Y1Ys Yiva

YViYe Y5 Y23 Yol

P = 1 Y1ys  Y2Ys3 y§ Y3Y4
Wv) | viva yoys wysya 3
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Para probar que P es proyecciéon normal, por la Proposicién 3.4, basta mostrar
que

Z Qi O = QGj Vi,j e N

keN
y
Zafk = Lk keN
ieN
donde )
i — Yy
Yy, T
En efecto,
1 YilYj
> aigar; = 5 O (ive) Wkyy) = —5 > _ui
E>1 (v,y) E>1 (v,y) E>1
Yil; < YilYj
(y,m)° ) Y
y
Seh = = Y
ik T 2 7 - 2 7
i>1 (v, 9)" = (v, 9)” =
2 2
Yi. < Yk
= y,y> = = Qg
(y,y)? (Y, 9)

Observacion 3.8.

1. Notemos que,

2

Y Y2 Y1ys Yyiys - T

h1y2 Z/% Y2ys  Ya2ys4 - T2

P(:z:) — 1 Y1Ys Y293 y% Ysys - . X3
W9 | viva voya wsys v - T4
Y121Y1 + Y122Y2 + Y123Y3 + Y1T4Ys + - -
1 Y221Y1 + YoTaY2 + Y223Y3 + Y2Tays + - -

- Y3T1Y1 + YsToye + Y3x3y3 + YsTays + -+
Wu) | yaziyr + yazoye + yarays + yaways + -

Y- ZieN TiYi y1- (2, 9)

1 Y2 - ZieN TilYs 1 Y2 - (T, y)

B Ys - ZiEN TilYi g Ys - <(E,y>
<y7y> Ya - ZiGN Z;Yi (v, y> Yq - <:v,y>
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Y1
Y2
| n | e,
W 9) | ya (Y, 9)
Ademads,
(z,y) Yl [zl _ [l yll
1P ()] :‘ v || I = lyll = < = |l
YY) >| [yl [yl
por lo que
1Pl <1
Por otro lado, sea a € K tal que |a| = Hy|| Entonces,
1 |(y,y)l [{a™ v, )]
lyll = lyll < 1Pl
~ Tl 1w, )] |<y,y>|
Luego, P es proyeccion normal con | P| = 1.
2. Generalizando el punto anterior, consideremos {y',vy*,...,y"} C co tal

que <yi,yj> =0 sii # j. Entonces, el operador

P(I) — Z <x;, y? yi

— (W' y")
define una proyeccion normal con ||P|| = 1. En efecto, notemos que
n P ytosi o i=j
; v,y
Py’) = << ; >> y' =
= 0 si i#j
Entonces,
P(z) = P(P(x) =P zn: (2.9') v = zn: (.y') P(y")
= Wy — 'y

(2,9")
(i, yt)

Notar, por lo anteior, que cada P;(x) = y® define un operador auto-

adjunto y ast se tiene,

(P(x),y)

<sz($)ay> = Z(Pz x

=1

— Z (z, Pi(y)) = <x,ZP¢(y)>
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es decir, P es un operador auto-adjunto. Ademds,

IP(z)| = méx{MH il :1,2,...,n}

(v, y7)
z| |y
< 4x {H |||Jl| H || H ’n}:||$”
=P < 1
Por otro lado, sea a; € K tal que |a;| = HylH para todo i =1,...,n.
Luego,
Wyl o er
= 1 e 1= gt il <1

Asi, P es proyeccion normal con || P|| = 1.

El siguiente teorema presenta una generalizacién del punto 2 de la observacion
anterior.

Teorema 3.4. Sea {y',y%, ...} una sucesion ortonormal con la propiedad de
Riemann-Lebesgue. Entonces, P : ¢y — cg es una proyeccion normal con

R(P) = m si, y solo si,

()
_;@/Zwy

Demostracion.

=| Supongamos que P : ¢y — ¢g es una proyeccion normal con R(P) =
{y', 92, ...}]. Entonces, dado = € ¢, se tiene que P(x) € R(P). Luego,
existen a; € ¢, i € N, tales que

P(x) = Z ai(z)y".

Luego, del hecho que,
<xayj> = <;[,Pyj> = <anyj> = <Z ai(x)yiayj>
. | | z:l- |
= Y @) (W) = (@) (v, 7)
i=1

se concluye que
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es decir «; es un funcinal de Riesz. Ahora, definamos

')
Pz(l'): <iyi> ’
(v, ')
y notemos que, como {y',y% ...} una sucesién ortonormal con la
Propiedad de Riemann-Lebesgue, se tiene

por lo que

<] Si S
— z,y" g
PO =2 1
entonces
_y ) fm ~ @)
(.y")

* define un operador auto-

Por otro lado, notemos cada P;(x) = ) Yy
Y,y
adjunto, ademas
; Yyt osi o i=3j
Pi(y]):{ 0 si i#j

por lo que P? = P;. Luego,
P?=1lim Y P!=1lim » P,=P
i=1 =1

y asi, P es una proyeccién normal.

3.3. Operadores Compactos

Definicion 3.4. Sean E y F espacios de Banach sobre el campo K. Una
transformacion lineal T : E — F se dird compacta si T(Bg) es compactoide.

Al igual que el caso clasico, tenemos el siguiente resultado, probado en
[3, paAg. 142], para operadores compactos en espacios no-arquimedeanos.
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Teorema 3.5. Sean E e F espacios de Banach sobre el campo K y sea
T € L(E,F). Entonces, T es compacto si, y sdlo si, para cada € > 0, existe
S € L(E,F) tal que S(E) es de dimension finita y

IT =S| <e

El siguiente teorema nos muestra como construir operadores compactos en ¢,
considerando sucesiones ortonormales.

Teorema 3.6. Sea (\;) un elemento de co y sea {y1,y2,...} una sucesion
ortonormal con la Propiedad de Riemann-Lebesgue. Entonces, T : ¢y — cq
definido por

()= Z)\ipi(’) ;

donde ( >
H5Yi
Pi() =X n
i) (Yi, i) v
es un operador compacto y auto-adjunto.

Demostracion. Notemos que si (\;) un elemento de c¢g, entonces ||\; Pl —
0 cuando i — oo, por tanto T esta bien definida. Por otro lado,

n o0 (oo} 1‘7 ’
Te—Y NB(@)| = | D MA@ <| > )\i<< y>>yz
i=1 i=n+1 P Yir Yi
< méX{|)\i| (. 9:) ||yi||:i:n+1,n+2,...}
(Yir yi)
< méx{|N]||z]| :i=n+1,n+2,...}

= |lz|méx{|N] : i=n+1,n+2,...}
Entonces,
Tz —> " NP
o 172 = iy AP
2520 ]
méx{| N :i=n+1,n+2,...} -0

T— z": AiP;
i=1

IN

Como cada P; tiene rango finito y la convergencia es uniforme, T se convierte
en un operador compacto gracias al Teorema 3.5 O

Observacion 3.9. No todo operador compacto es una proyeccion normal. En

efecto, consideremos el operador M, con a = (a;) € ¢ y cuya matriz asociada
[M,] es:

agz 0 0 O
0 a2 0 O
0 0 a3 O
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Ast,

M, = Z%‘Pz‘, donde Pix = {2, €i) e = (x,e;)e

o <€¢, 6i>

es un operador compacto (Teorema 3.5 ) y auto-adjunto, pero no es proyeccion
normal ya que M2(e;) = a?e; # ae; = M,(e;) (Proposicion 3.4 ).

Ahora, sea T un operador compacto y auto-adjunto. La pregunta natural que
surge es |, existen ()\;) € ¢g y una sucesion de proyecciones normales (P;) tales
o

que T = Z N P;?

i=1
La respuesta es afirmativa y comenzaremos el estudio con aquellos operadores
compactos y auto-adjuntos de rango finito.

Teorema 3.7. Sea T : ¢y — co un operador compacto y auto-adjunto con
R(T) = {vy1,v2,---,Yyn}], donde {y1,y2,...,yn} €s una sucesion ortonormal.

Entonces, existen A1, Ao, ..., A\, € K tal que
n
T=> AP,
i=1
donde

— <'7 yi>
(Wi, vi)

7 .

Demostracion. Notar que, para cada x € ¢g, T'(z) es una combinacion lineal de

la forma
Tr = Z a;(x) yi

donde «; € ¢, para i = 1,2,...,n, puesto que T un operador continuo. Asi,
como T es un operador auto-adjunto se tiene

T.%‘ yj <Za2 ywyj>

= a;(=) (yj,y5)

(x, Ty;)

Luego,

(z, Ty;)
(Y5, Y5)
y por tanto, cada «; es un funcional de Riesz y

aj(z) =

= <x>Tyj>

Tr= Yi
=1 (W5,Y3)
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Ahora, para = € ¢y, x fijo, se plantea el siguiente sistema de ecuaciones con
incognitas \;, i =1,2,...,n

n

Z (z, Ty;) yi = Z/\i (T, v:) ”

i1 (Y, yi) i1 (Yi,yi)

o equivalentemente

~[@Ty) )] O T
;{@z‘,yﬁ AZ(yi,yi>}yl_0 A Z — @, Tya) — Ni (@, 93)] yi =

"z, Ty — Niyi)
o S LYz A, g
; (i, i)

Como {y1,¥y2,...,Yn} es un conjunto linealmente independiente, se tiene
(x,Ty; — Niyi) =0

Como z fue elegido de forma arbitraria, se concluye (z,Ty; — \; y;) = 0 para
todo x € cg, lo que implica que

Tyi =Ny =0 & Ty =Ny
S (Wi, Tyi) = N (Y, ¥i)

IR (yi, Tyi)
(Yi»yi)
Asi,
S Ty, =~ (yi, Tyi i S
— (y;,95) — (yi,yi) (Yi>¥i) P
con
(Yi»yi) (Yi»yi)

O

A continuacion, generalizaremos el teorema anterior para operadores compactos
y auto-adjuntos de rango infinito.

Teorema 3.8. SiT : ¢y — ¢ es un operador compacto y auto-adjunto, entonces
existe a = (\,) € co y una sucesion ortonormal {y1,ys,...} tal que

T = i AP
n=1

donde

<'7 yn>
(Yns Yn
es la proyeccion normal definida por yy

Pn: Yn
)
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Demostracion. Como T es un operador compacto, se tiene X = T(B) es
compactoide, donde B es la bola unitaria en ¢y. Ademés, cada subespacio uno-
dimensional de ¢y admite un complemento normal (Corolario 2.6). Por otro
lado, como X = T'(B) es absolutamente convexo, compactoide y acotado, toda
sucesion ortogonal en X converge a 0 (Teorema 1.12).

Ahora, construiremos una sucesion ortonormal (y,) en X tal que X C co{y, :
n € N}. En efecto, supongamos que la valuacion de K es densa y sea 7 € K tal
que 0 < || < 1. Escogemos 3, a1, g, ... € Ky vy,vs,... € R tal que

B < =l
1 < vy <lan|; |aras...an| <|B] VneN
Se define Py = Id,, y se escoge a1 € Py(X) = X tal que
lav]| = v sup || Poz|| = v sup |||
zeX zeX
El subespacio [{a1}] admite un complemento normal [{a;}]P. Se define la
proyeccion Qg : ¢g — ¢o como

Qola) = 1) o,

(a1, a1)

la cual resulta ser una proyeccion normal (Observacion 3.8).
El operador Py = Py—Qo : ¢o — ¢ es también una proyeccion normal (Corolario
3.1) cuyo rango es [{a;}]?. Esta proyeccion normal es definida por

y satisface las siguientes propiedades
|Pi|| <1; PiPy= Py; y Py — P1 es una proyeccién normal
El siguiente paso es escoger as € P;(X) tal que
laz]| = vy " sup || Pz
reX
Como P (X) C R(P1) = [{a1}]?, tenemos que (a1, az) = 0. Una vez més, como
antes, se define la proyecciéon normal Q1 : ¢ — ¢o por

Qi(z) = (z, az) as

(a2, az)

T (x,a1> a
Ql( (a1,a1) 1)
— Qi) = BN 0 (ay) = Qo)

<01,a1>

Notemos que

Q1P ()
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Se define P, = P; — 01, y notemos que satisface
Py(z) = (Pr—@Q1)(z)
Pi(z) — Qi(z)
<x <$,CL1> a ) B <x,a2> a
(ar,a1)")  {az,az) "
<x,a1> <.Z‘,CL2>
- <a17a1>a1 - <a2,a2>a2

la cual es una proyecciéon normal (Observacion 3.8) y por tanto ||P| < 1.
Ademas,
PPy =(Pi=Q)Pi =P ~Q1Pi=P1—Q1 =P

Resumiendo,
PPy = Py PoPL=P; PBbPa=P
P, — P, = (@ es proyecciéon normal
y R(P2) = [{a1, a2}

Siguiendo con el proceso, escogemos az € Py(X) tal que

las|| > vz sup || Pox]
zeX

Otra vez, ya que az € P2(X) C R(P2) = [{a1,a2}]? tenemos que (asz,az) =
<CL3, CL1> =0.
Se define la proyeccion normal Qs : ¢g — ¢g como

(x,as)
(as,as)

Qa(z) =

as

Como se hizo anteriormente

QaPo(z) = Qs (a:— (o) - (@,az) ag)

(a1, a1) (az,az)

Qo) — 2 0o ay) — 22920 0, (0,) = Qo)

(a1,a1) (az,az)

y el operador
Py =Py — Qo

es tal que

Py(z) = (P —Q2)(w)
Py(z) — Q2(z)
(z _ (zya1) o - (x,as) a2> _ (%,a3) "
(a1,a1) (az,az) (as, a3)
o (x,a1>a 3 (x,a2>a B (J:,a3>a
(a,a1) " (az,a2) ° {as,az)
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el cual resulta ser una proyeccion normal (Observacion 3.8).

Procediendo inductivamente, escogemos una sucesion (a;);eny € c¢o tal que
(a;,a;) = 0 para ¢ # j, y obtenemos una sucesién (P;);en de proyecciones
normales en L£(cg) tal que

an € Pua(X), lan| = 'Ugl sup || P12
reX
P, 1—P, = (@Q,_1 es una proyecciéon normal
PP, = P,; i=0,1,2,...,n.

Es claro que Pn(CO) C Pn—l(CO)a ya que [{ala az,. .., an—l}] C [{a’lv az,...,0n—1, an}]
lo cual es equivalente a [{a1,as,...,an}]P C [{a1,a2,...,an—1}]".

También notemos que si ¢ > n, entonces a; € P;_1(co) C Py(co) y Pnla;) = a;.
Por otro lado, si i < n, entonces

n

Pn(a,) = a; — Z <ai’aj> aj =0

(aj,a;)

Jj=1

Asi,
0 si i#n
Qn-1(a;) = (Ph—1 — Py)(a;) = { a, s in

Tambien, notemos que Q,,_1 P,_1 = @n_1. En efecto,

Qn—l Pn—l(x) = Qn—l(Pn—l(x))

yaque Qn_1(a;) =0,5=1,2,...,n—1.
Ahora, para cada ¢ € X y para cadan € N, A =
Qn-1(x) = Aa,. Por lo tanto,

Alllanll = lIAan]l = |@n-1(2)]| = [Qn-1 Po-a(z)]
< M@l 1Paa (@) < [ Pn—s (@)

(z,an)
<an7an)

€ K es tal que

Asi,

Alllanll < [Pa-a(@)]] < sup [|Po-1(2)]| < o flan|
zeX

A
= A <v, <lay| = ‘ <1
an

A
= Qn()=Aa, =a, () an € o, Bray,

Qp
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Esto dice que

Po(X) C Pui(X) = Qn(X) C Po1(X) — anPoa1(X)

y entonces
Pn<X) - anan,l...alPO(X)
= (apan_1...01)X C X, yaque |ajas...a,| <|B] ¥Yn €N

Asi, {a1,a2,...} C BX. Como {aj,az,...} es una sucesién ortonormal (lo
que implica que es ortogonal) de un conjunto compactoide 5X, se tiene que

lim a, = 0 (Teorema 1.12). Si se define y,, = Ba,,, entonces
n—oo

lm gy, =03 yn € f°X C7' X5y (y;,y;) = 0 para i # j,
Se afirma que X C ¢o{y1,y2,...}. En efecto, sea x € X, entonces

[Pn ()|

IN

sup || P (2) || < vn [|an]|
zeX

IN

|an] flanll < B lan]|

lo cual implica que
HILH;O P,(x)=0
De esto - -
2= Po(@) = 3 (Pacr(@) — Pu@) = 3 Quor (@)
B n=1 n=1
Qn-1(z) € apBga, = %BKﬂan — n

g B

se prueba que x € ¢o{y1, yo, . . .}, esto es,

Bgy, C co{y1,y2,...}

T = Znn(x)ym |77n('r)| <1
n=1

Ahora, sabemos que para todo u = (uy,) € ¢, existe n € N tal que |[ul| = |uy,|;
escogemos g = min{n € N : ||u|| = |u,|}. De la linealidad de T, obtenemos
1 oo
Tu) = w,T (L%u) =wy, ;nnyn

oo oo
= ) wWulintn = Y _ gn(Wyn
n=1 n=1
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donde |wy| = |un,| = ||u||. Notemos que cada g, es un funcional lineal continuo

Y lgnl < 1.
Por la ortogonalidad de {y1,y2, ...} respecto de (-, -), tenemos que

(T, y;) = <Zgn yny> = 9i(=) (Yi, yi)

y, como T es auto-adjunto, tenemos que

(Tw,yi) _ (2, Tyi)
(Yi> yi) (i, vi)

gi(z) =

Esta expresion nos dice que cada g; es un funcional de Riesz y

Por otro lado, si definimos

N
<xaTyl>

Tz = Z Yi
i1 (Yis i)

Entonces
oo T ;
Tz — Tyz|| 3 (, y>
i:N+1 <y’La >
= méax (x, Ty;) llyill :i=N+1,N+2 { } es ortogonal)
- Wovsy |70 ’ Y1, 92, - - o

max||z( gill [lg:]l : i =N+1,N+2,...}
[l max{flyl| : i =N+1,N+2,...}

INIA

De esto, obtenemos que

Tax —T,
IT — T :supw <méx{|lyl| i=N+1L,N+2,..}—>0
x
esto es,
Yn)
T=1lmT, &T= 7%
n—00 Z <ynayn>

y la convergencia es uniforme.
Ahora, para n € N y x € ¢y, ambos fijos, definimos el siguiente sistema de
ecuaciones para incognitas \;, 1 =1,2,...,n

n

Thr = Z @ Tyl Z yi (%)

P (v = Wi, vi)
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Analicemos la existencia de soluciones del sistema:

(6) — Z<$Tyz B <‘T.’yi‘>)yi0

(i) i ui)

= Z %(@U,Tyz) — Xz, yi))ys =0

— \Yi Yi)
|
2 Ty (@ Tt = et
Ahora, como {y1,y2, ..., yn} es linealmente independiente, se concluye que, para

cadai=1,2,...,n
(., Ty; — Niyi) =0

Ahora, como z fue elegido de forma arbitraria, se tiene que (z, Ty; — \;y;) = 0
para todo x € ¢, lo cual implica

Ty; — Niyi =0 & Ty, = Ny

y entonces
(Tys, yi)
< > < > (Yi> ys)
Asi,
Tz = Yi = e Yi = A Pi(x
; {Yi,yi) ; (Wi yi) (Wis i) ; (@)
con .
s Wty gy o T
(Yir yi) (Yi» Yi)



Capitulo 4

El Espacio E,

En este capitulo mostraremos algunas generalizaciones de los resultados
obtenidos en el capitulo 2. Comenzaremos definiendo el espacio F,.

Sea K un campo completo con respecto a una valuacién no arquimedeana y sea
w = (w;)i>o una familia de elementos no nulos de K. Entonces, denotaremos por
E,, al espacio

Co <N,]K, (|wi|1/2)i>0) = {x N—-K/z = inei : Zlirgo|xz| |wi\1/2 0}

el

Observacion 4.1. Notemos que (°(X : s) es un espacio de Banach bajo la
norma

1f1ls = sup{[f(z)] s(z) : € X},
donde s : X — (0,+00) es una funcion (ver [3], Ejemplo 3.H, p. 49). Ademds,
co(X : s) es un subespacio cerrado de £>°(X : s). Luego, considerando X = N
ys:N = (0,+00), i — |wi|"?, entonces E, = co(N : s), es decir, E,, es un
espacio de Banach.

Observacion 4.2. Notar que ||e;]|, = |<,ui|1/2

de Kronecker.

, donde e; = (8;5)j>0, con 0;; delta

oo oo
Para x = inei ceFb,,ey= Zyiei € E,, la forma
i=1 i=1

oo
(z,y), = sz Yi w;
i=1

resulta ser una forma bilineal simétrica.

70
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Observacion 4.3. Notemos que, dados x,y € E,,

oo
e, y) ol = D migiws| < méx|a| [y |wil
P ieN
= o] il Jyi for| "
< el vl

De aqui en adelante, supondremos que para cada w; existe p; € K, tal que
w; = p?, i € N. Un ejemplo de un campo no-arquimedeano que cumple con la
condicién anterior es el campo R de Levi-Civita (Ver [6]).

El siguiente resultado es una generalizaciéon del Teorema 2.5

Teorema 4.1. La forma bilineal simétrica, definida anteriormente, es un
producto interior no-arquimedeano sobre E., la cual induce la norma original
del espacio si, y solo si, el campo de clases residuales de K es formalmente real.

En este caso,
o0
2
@, 2) | = |zl = > @i
i=1

Demostracion.

<] Supongamos que el campo de clases residuales de K es formalmente
real. Como (-,-)  es una forma bilineal simétrica, basta mostrar que ésta
induce la norma original del espacio. En efecto, consideremos m,,(z) =
{i1,d2,...,in}, y Tecordemos que w; = pu?, para cada i € N. De esto
V2 = Jlall,, para i € mo(@), y il =
<||z|,, para i # m,(x). Ademas,

se tiene que |z; | = |zi] |wi

| |ws]'?

S 2| =| Y 2w <mix{|e?| il i ¢ mol@)} < 2]l
igm, () igme, ()

Ahora, como {z;, fi,, Tiy Miys---,Ti, i, } €8 un conjunto finito de K,
podemos utilizar el Teorema 2.1 para obtener

2
Yo adut|=| > ddwl|=lel]

iEﬂ'w(JE) ieﬂ'w(x)
Asi,
[z, 9)o| <l lyll, = [l lyl

lo cual muestra que (-, ), es un producto interior que induce la norma de

E,, donde |- = (-, ),|"%.



CAPITULO 4. EL ESPACIO E,, 72

=] Ahora, supongamos que (-, -) , es un producto interior que induce la norma
original del espacio E,,. Mostremos que el campo de clases residuales de
K es formalmente real. En efecto, sea {\1,..., Ay} C Ky consideremos
el conjunto finito {A\; uy*, ..., \y '} € K. Ademas, definamos z =
(zi)ien € E, como
- { Ai by 1 , 1<n
v 0 , i>n

Por otro lado, se tiene que

N+ X2 = @)+ (@)
= }xfw1+~-~+xiwn’
= (z,2),
= max{ NP g ] i = 1,2, 0}

, 12 .
= max{|)\,-|2|,ui1’ wil?:i=1,2,...,n}

= max{|\[*:i=1,2,...,n}

Luego, por el Teorema 2.1, se sigue que el campo de clases residuales de
K es formalmente real.

O

Notemos que si w; = 1 para todo ¢ € N, entonces el producto interior no-
arquimedeano resulta el producto interior trabajado en el capitulo 2.

Corolario 4.1. Si el campo de clases residuales de K es formalmente real,
entonces

1. para toda coleccion finita {a; € K: |a |cul-|1/2 = c}, se tiene

n
E 2
a/i W
i=1

:CQ

2. para todo x,y € E,,

(@, 2}, + (Y, 9)o| = méx{|(@, ), | [{y, 9)o|}-

Demostracion.
1. Paraty,to,...,t, € Nse define z;, = a; y x; = 0 para otros casos. Asi,
n o0
2 _ 2 oz 2 ) _ 2
g a; w;| = E vy wi| = max{|zs|” |wi| :t eI} =c
i=1 i=1
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2. Si [{z,2),| # |{y,v),|, entonces el resultado se obtiene directo de
la desigualdad triangular fuerte. Supongamos por un momento que
z,z),| = Hx||i = ||y||i = |(y,y),| = 1 y consideremos los conjuntos
To(@) = {titoy ot} ¥ To(y) = {51,582, 8m b Asi, [a] |we|'/? = 1
para t € w(x) y |z |wt|1/2 < 1 para t ¢ m(z); del mismo modo,
lyl lws'/* = 1 para s € 7(y) v |yl wo? < 1 para s & w(y).
Luego, como el k es formalmente real, podemos aplicar el Teorema 2.1

al conjunto {x, iy, .-, Te, Wty Ysy Psys-- - Ysm, fs,, ; (donde pp € K es
tal que ui = wy, para todo k € N) para obtener

(2, 2) + Wyl = |of we + a7 we, + Y2 ws, +0 + V2w,
_ [ 2 2
- 112?;52 {lxh |wti ) ySJ| ’wsj’}
1<<m
= 1

Repitiendo el procedimiento anterior, aplicamos el Teorema 2.1 a los
conjuntos {xs, ity .., Te, ft, } Y {sYUsy fhsys- - - Ys,, Ms,, } Dara obtener

n
. 2
‘<x’x>w| = inwti = 11’£1?<Xn |{,Ct1| |wti =1
i=1 -
y
- 2
— 2 — : —
0l = 2wy = s, [ fos,] =1
]:
Asi,
wh +o bl byl eyl | =01
= méax

n m
§ 2 § 2
xtiwi ) ys]- wj
i=1 j=1

= max{|(z,z)_|, (v, y),|}

Si x|, = [lyll, # 1, escogemos a € K tal ||z, = |ly|l,, = |a| y se aplica
el desarrollo anterior a los elementos v =a"'zy z =a" .

O

Observacion 4.4. Definamos el espacio

1
E, -1 =co <N7 K, <w1|1/2>>

1 1

leily-+ = —7 = T—
T el

Y notemos que
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donde e; = (d;5)jen. Entonces, para €; € E!, definido en la Observacion 2.9,

obtenemos que
1

leill.,

lesll = = lleill -

Ademads,

1

<x,eiwi_1>w =w; ziw; =x; = e(x)

es decir, €, € E!, es un funcional de Riesz.

Con elementos de la observacion anterior, podemos generalizar el resultado de
la Proposicién 2.3, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.
cdl{e;:i e N}| 2 E

Demostracion. Definamos la aplicacion lineal
® [ {ef:i>0}] — -1

en su base {e} : i > 0} por ®(e}) = e;. Notar que

= leill

122 = lleill,-r =

1
lleill.,

es decir, ® es una isometria y por tanto inyectiva.
Extendemos ® a

® : d{e}:i>0}] — E -

la cual resulta ser una isometria por la continuidad de ®. Afirmamos que ® es
sobreyectiva. En efecto, para (a,)nen € E,-1 escribimos

/ /
T = E An€y, .

n>0

Ahora, como
1

’ ! = Ii 72 =
S Jan e loms = M Jan] 575 =

se tiene que z’ esta bien definida. En particular,

n
z = Zane’n = nlin;OZaieg ecll{e;:i>0}]
n>0 i=0
Ahora,

d(z') = Jim iai@(eé) = lm iaiei = Z anen = (an)
i=0 i=0

n>0

lo que muestra que P es sobreyectiva. O
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De lo anterior, se sigue de forma natural la siguiente proposicion.
Proposicion 4.2. Si f € cl[{e} : i > 0}], entonces f es un funcional de Riesz.

Demostracion. Sea f € cl[{e] : i > 1}]. Luego, existe (a;)ien € ¢o tal que

f= Zai e = nh;n;OZaieg € cll{e} :i>1}]
i=1 i=1

con
lim [ay| [|e}]] =0
1— 00
Ahora,
lim |yt el = lm Jo] wi] ™ w7
11— 00 1— 00
= lim |oy| |wi| "/
1—00
= lim |ay| e} =0
1— 00

Por lo tanto, definiendo

Yy = g anwglen € E
neN

se tiene

o0 n
/ 2. /
fzg age, = lim g QK€L
n—oo
k=1 k=1
n
= Iim (- E arw; e
- ’ k Wi k
n—oo
k=1 w
n
1f ~1
-, 11Im Qp Wy €
n—oo
w

k=1

= <'7y>w

lo que muestra que f es un funcional de Riesz. O

4.1. Complementos Normales

Dado un subsespacio M de E,,, denotaremos por MP al subespacio de todos lo
elementos x de E,, tales que (z,y) =0, para todo y € M, es decir,
MP={ze€eE,:(x,y),=0 forallye M }

Supongamos que la valuacion de K es densa y consideremos la sucesion ()\;) tal
que 1 < [A\1] < |A2] < ... < 2. Afirmamos que MP = {0}, donde

i>1
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En efecto, supongamos que existe z = (z;) en MP?, z # 0; se define 2 = o~ ! 2,
donde o = 2@1 2; phi Ai. Ahora, si x = (z;) € E,,, entonces x — 32 € M, donde
B=> 51 Ti pi Aiy ya que

S @wi—Ba i =Y wimdi—Bat Y zpidi =Y wipihi—S=0

i>1 i>1 i>1 i>1
Luego, si b = (Z, 2>;1, entonces
(x,b2), =(x—PBZ,b2),+(BZ,b2),=0+5b(%2%2),=0
en particular, para un elemento de la base canénica e;, se tiene
i Ni = (ei,bZ) , =bZw;
lo que implica
1< Xl = ol 1] ]2

Lo anterior es una contradiccion, pues el miembro derecho de la desigualdad
converge a cero. En otras palabras, MP = {0}. Esto muestra que existen
subespacios cerrados sobre F,,, que no admiten un complemento.

Definicion 4.1. Sean M y N dos subespacios cerrados de E,,. Diremos que N
es un complemento normal de M si

(xeM,yeN = (z,y),=0) and E, =M ® MP.

Si tal complemento normal existe para M, entonces diremos que M admite un
complemento normal.

Definicion 4.2. Si una sucesion (x,)nen de E,, satisface que (x,x,) , — 0, para
cada © € E,, entonces diremos que (zn)nen tiene la Propiedad de Riemann-
Lebesgue.

Ejemplo 4.1. La sucesion (y,), donde y, = (8 1, t), tiene la Propiedad de
Riemann-Lebesgue. En efecto,

|<x7yn>w| = ’M;lxnwn’ = |M7_7,1 xn/‘i| = |xnlu/n‘ = ‘xn| |Wn|1/2 — 0

4.2. Proyecciones Normales

Para un operador lineal T : E,, — E,,, se definen los conjuntos N(T) = {z €
E,:T(x) =0}y R(T) ={y € E, : y=T(x) para algin = € E, }. También,
se define el conjunto de todos los operadores lineales continuos de E,, sobre si
mismo, como L(E,,).

Recordemos que, para e; € E, y e;- e E,,

e;®e; : B, — E,
T o= e ®@e(r) =€) e
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es un operador lineal y como ademas,

e} ® ei]| = su leG @] lledll, _ |e5@)] lwil
gel =8 |zl 20 IE

se concluye que €, @ e; € L(E,).

Con lo anterior, podemos dar una caracterizacién de los operadores lineales
continuos definidos sobre E,,.

Proposicion 4.3. Sea (e;);cn base de E,,. Entonces, cada u € L(E,,) se puede
escribir como una unica serie doble

/
u = g i e; @ e,
i

donde a;; € K, y
Im o |wi]/* =0, VjeN.
oo

Ademds,

Jevig| ]2

Jufl = sup 122112

i |wil

Demostracion. Sean (e;);en base de E,, vy u € L(E,,). Entonces, para cada j € N
se tiene que u(e;) € E,,. Luego, como (e;);cy es una base de E,,, existen unicos
aqj, a4 ... € K, para cada j € N tales que
) 1/2
u(e;) = Zaij e, con Zlggo || |wil 29
ieN

Se sigue de esto que,

u(z) = Z:c] u(e;) Z Zaw Tje; = Z Za” ei(w)e;

jEN jeN ieN jeNieN
- TS asgeats
JEN ieN
Ademas,
lim || ||€f @ €| = lim |ogj| =0 VjeN
11— 00 1— 00
Asi,

/
U= E E aijej@)ei

jEN ieN

es una suma puntualmente convergente. Por otro lado, notemos que

el
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Ahora, para cada x € E,,, se tiene

[[ule)ll
[u(@)l| = || 2 ule;)|| < sup |z;] u(e;)|| < sup H == |1zl
JeN JEN JEN 6J||w
por lo que
sy 1H@ ()
w20 llzll, ~ jen el
lo que muestra que
H“H = sup HU,(@])H
jen llejll,
Asi,
4 A Ny 1/2
||U|| = sup ||u(€j)H = sup {Sup |aij| ||e’L||w } = su |04'L]| |uf;‘2
jen llejll, e Lien lle;ll., i |yl

O

Siguiendo las mismas ideas de la Proposicion 3.3, se obtiene el siguiente
resultado:

Proposicion 4.4. Sea u € L(E,), con u = E aije;.@)ei. Entonces las
i,jEN
stquientes aseveraciones son equivalentes:

1. u?=u
2. Z R = oy, para todo i,j € N.
keN

Observacion 4.5. Por lo anterior, si u satisface una de las condiciones
Proposicion 4.4, entonces

(e —uler),uler)), = <(0,..., 1 ,(),...)—(alk,a%,...),(alk,a2k,...)>

~
k-ésimo
2 2
= SO W1 — .. = Q) Wk—1 T apr(l — agp) wg — - ...
2
= Qppwg — Zaik Wi
ieN

Ast, una proyeccion u serd normal si, y sdlo si,
2 —
QG Wi = Ak Wi
ieN
De lo anterior y utilizando la Proposicion 4.4, se obtiene que
_ ! ) . . . . . .
U=73", ienyij€; ® e € L(co) es una proyeccion normal si, y sélo si, u satisface:

1. ZjeN Qi = agy, para todo i,k € N.

2. D ieN a2 w; = ayy wk, para todo k € N.

w
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4.3. Adjunto de un Operador
Dado u € L(E,,), se define

D) ={y € E,: 3y" € E,, (u(x),y), = (,¥), Vo € E,}

w

el cual resulta ser un subespacio de F,,,.
Notemos que y* € E, es Gnico, ya que si existe otro elemento z* € E,, tal que

(u(z),y), = (x,2"), Vo € E,,

se obtendré
<x7y*>w = <’U/((E)7y>w = <$,Z*>w VCE € EW’

lo cual es equivalente a
(x,y*—2"), =0VaeE,,

es decir, y* = z*.
Denotemos Lo(E,) = {u € L(E,) : D(u*) = E,}. Ahora, por la unicidad de
y*, podemos definir el operador lineal

w

u (y) =y

*

El operador u* se llama adjunto de u, el cual cumple la relaciéon

(u(@),y), = (z,u"(y)), Yo,y € E,
Con lo anterior, podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 4.3. Dado u € L(E,,), se dice que u admite un operador adjunto si
existe u* € L(E,) tal que

(u(x), ), = (z,u™(y)), Vo,y€E,

En el espacio E,,, podemos caracterizar los operadores que admiten adjunto, tal
como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Sea u = Z Qi e; ®e; € L(E,). Entonces, u admite un tnico
4,J
operador adjunto v = u* € L(E,,) si, y sdlo si, para cada i > 0 se tiene

li§n|az‘j| w72 =0

Bajo esta condicion, obtenemos que

u* = g w; tw; ajiel @ e
4,9
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Demostracion. Sean u,v € L(E,,). Luego,
uzzaij€;®€i y U:Zﬂij€;®6i
.3 4,J

con

ltm o | foil*/* = 1im |51 Jer|* = 0

Ademés, si (e;);er es base ortogonal de E,,, entonces

o0 oo
u(e) =D arier y v(e)) = Brjen
k=0 k=0

Asi, v es el adjunto de u si, y solo si,

(u(ei) ej),, = (eirvles)), »

es decir,
oo oo
Oéjiwj=<zaki€k,€j> =<€i725k3‘6k> = Bijw; Yi,5>0.
k=0 w k=0 w
Entonces,

-1 ..
Bij =w; wjag Vi, j >0

Ademas, para cada i € N, se tiene

lim ol Joil 7% =l | il T g ol el
- |wj|71 lign‘w;le ozji| \wi|1/2
= g7t By fus* = 0
lo cual muestra el resultado. O

Observacion 4.6. Del teorema anterior se sigue que no todo operador lineal
continuo en E, admite un adjunto. En efecto, consideremos el operador

T Ew i Ew
o0 o
xr = Z T; €4 — T(J;) = (Z $l> €1 wl_l
=1 1=1

Luego,
T(e; 1
7)) = sup TN L
ienN lleill,  Jwl

por lo que T € L(E,). Por otro lado, supongamos que T tiene un adjunto T*
tal que T*(e1) = (Yi)ien € Ew. Asi, para cada i € N se tiene que

(€, T*(e1)),, = (T(ei) ex), = (1w ™' en),, =11

lo cual implica que y; =1 ,para todo i € N, lo cual es una contradiccion.
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Teorema 4.3. Sea u = Zaij e;- ®e; € L(E,). Entonces, u admite un
%,J
operador adjunto si, y sdlo si, para cada y € E,,, se tiene

lim {ue,), ), = 0

1— 00
Demostracion.

=| Supongamos que u admite un adjunto. Tomemos y € E, y escojamos
i € N. Luego, como

(u(e),y), = (e, u"(y)), = aiw;
donde u*(y) = (a;)ien € E,, se tiene

lim {ue,), ), = 0

11— 00
< | Supongamos que para cada y € E,,, se tiene

lim {u(e,), ), =0
1— 00
Basta mostrar que
lim Jag| ;| 7% =0
J—0o0

En efecto, consideremos i € N fijo y tomemos cualquier elemento base ey.
Asi, se tiene

u(ey) = Z wij e (er) €
i,7>0
1,j2>0
= (a1k7 Aoy e v vy Moy - o )

de lo que se sigue que

1 -3 _ 1 —-1/2
0= klingo [(uler), e; p; >w| = len;O || |wkl

O

Observacion 4.7. Si consideramos un funcional de Riesz f(-) = (y,-),, con

y = (yn) € Ew, y # 0, podemos definir el operador lineal continuo u como

Yiwi  YaWwz  Ysws Yoy
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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Notar que N(u) = N(f) y que su adjunta es

wil(yrwi)wr 0 0 0 yi 0 0 0
wy (yawa)wy 0 0 0 y2 0 0 0
ut = wgl(y;;wg)wl 0 0 O =w - Ys 0 0 0
wgl(y4w4)w1 0 0 O 0 0 0

Con lo anterior podemos mostrar el siguiente resultado

Proposiciéon 4.5. Siu y u* estan definidos como en la observacion anterior,
entonces

es una proyeccion normal.

Demostracion. Notemos que la matriz asociada a P esta dada por

y%wl Y2y1w2  Ys3yi1ws  YaYiwq

Y1yaw1 y%wg Y2Ysws  YaYawy

p_ 1 Y1Yswi  YoYsw2  Y3ws  YaYsws
W | vivawr  yovaws  ysyaws Yaws

Luego, para probar que P es proyeccién normal, gracias a la observacion 4.5,
basta motrar que

Zaikakj = Q5 , Vi,j eN
keN

Zafk = QL , keN
i€N
donde

En efecto,

Z QipQpi = YiYrWk YrY;w;
i i
k>1 k>1 <y7y>w <y7y>w
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§ 2
QG Wj

i>1

2.2 2
Z Yi YpWiWi

2
= W
2, .2
YW 2
2 Y, Wi
(.y)7 ; '
2, .2
y w
R (y, ).,
(Y, ).,
Yewy
Y, y).,
YeYrWEWE
(Y, 9).,

ALl Wk keN

El siguiente teorema generaliza la proposiciéon anterior:

Teorema 4.4. Si P : E, — E, es una proyeccion normal con R(P)
.}, donde {y1,y2,...} es un subconjunto ortonormal finito o una

CZ[{yh Y2, .-

83

sucesion ortonormal con la Propiedad de Riemann-Lebesgue sobre E,,. Entonces,

P(z) =

o0

Z <x7yi>w %

1=

< ('Y,

Demostracion. Supongamos que P : E, — FE, es una proyeccién normal con

R(P) = [{y", 9% ..

existen «; € E/, i € N, tales que

Por lo que,

(z,97),

Asi,

Ahora, definamos

P@) =Y ai(@)y’
=1

.}]. Entonces, dado = € E,, se tiene que P(x) € R(P). Luego,
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y notemos que, como {y', %2, ...} una sucesién ortonormal con la Propiedad de
Riemann-Lebesgue, se tiene

s ’ <£L', yz>u.) 7
lim Pi(z) = lim ———*y' =0
i—oo = (', "),

por lo que

P =3 e

i=1
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