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Introduccion.

En esta tesis trabajaremos el espacio de Banach libre de operadores lineales
continuos, sobre el espacio de Hilbert ultramétrico E,, que son compactos y admiten
adjunta. Denotaremos a este espacio por Cy(E,) := Lo(E,) NC(E,) , donde Ly(E,) es
el espacio de operadores lineales continuos sobre E, que admiten adjunta y C(E,) es
el espacio de operadores compactos sobre F,,,.

Si consideramos el espacio E,, con la familia w = (wj)je; de manera que w; = 1k ,
Vj € I, entonces podemos encontrar una caracterizacion para los elementos de Lo (F,,)

y para los elementos de Cy(E,), de la siguiente forma
(D). w € Lo(Ey) & Vy € By, lim fo(u(ex),y) =0
S
(ii). v e Cy(Ey) & hgll |lu(e;)|| =0
J

Ademas, con estos resultados se puede definir un producto interno en Cy(E,) el cual
es simétrico, no-degenerado e induce la norma de operadores. Los resultados anteriores
son generalizaciones directas del trabajo realizado por Aguayo y Nova en [I].

La tesis estd estructurada de la siguiente forma: En el capitulo 1 se presentan los
conceptos preliminares basicos para el posterior desarrollo de este trabajo. Se presentan
las nociones de campos valuados ultramétricos, espacios normados ultramétricos, en
particular ejemplos como el espacio ¢o(I, K, ) y [®°(I, K, ) que seran importantes en
capitulos posteriores, también un concepto de ortogonalidad valido en cualquier espacio
normado y la definicién de producto tensorial que entrelazaremos de forma directa con
el espacio de los operadores compactos.

En el capitulo 2 se introduce la nociéon de conjunto compactoide, la cual coincide con



INTRODUCCION.

la definicion de precompacidad cuando K es localmente compacto, para luego definir
el concepto de operador compacto en el contexto no-arquimediano. Se muestra que los
operadores compactos corresponden a los operadores secuencialmente compactos(que
son el limite, en el sentido de la norma, de operadores de rango finito). Se muestra
ademds que el espacio de los operadores compactos C(FE, F') es isomorfo al producto
tensorial E'®F.

En el capitulo 3 se introduce la definicién de un espacio de Banach Libre. Se muestra que
todo operador lineal continuo entre espacios de Banach Libres se puede representar como
una tnica suma puntualmente convergente y ademéas lo podemos identificar mediante
una matriz infinita. Se muestra una caracterizacion para operadores compactos entre
espacios de Banach Libres, se define el espacio E, con sus principales caracteristicas
para luego definir los espacios Lo(E,) y Co(E.,). Se definen los subespacios cerrados E,,
y E.,, de EJ, los cuales coinciden y se muestra que E,, es isomorfo a E,.

En el capitulo 4 se introduce la definiciéon de un producto interno no-arquimediano. Se
muestran caracterizaciones para los elementos de Ly(E,) v Co(E,) cuando la familia
w = (wj)jer es tal que w; = 1k, Vj € I. Se define un producto interno en Cy(E,) de la

forma F,(u,v) = Z fw(u(e;),v(e;)) cuando el campo residual de K es formalmente real
jerI
y donde f,, es un producto interno en E,, definido por f,(z,y) = ijyj. Se muestra
jerI
que el producto interno en Cy(E,) es simétrico, no-degenerado y ademds induce la

norma de operadores. Se finaliza mostrando que E,, es isomorfo a un subespacio cerrado

de O()(Ew)




Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos algunos conceptos basicos utilizados de forma
permanente en el transcurso de la tesis. Todo lo expuesto aqui se puede complementar

y extender con la lectura adicional de [2], [3], [8], [10], [12], [L5].

1.1. Campos Ultramétricos

Sea K un campo. Una aplicacion |- | : K — R{ es valuacion sobre K si satisface las

siguientes condiciones:

). |[z| =0z =0k

(i). |zy| = [lly] , Vo,y €K

(iil). |z +y| < |z|+ |y|, Vr,y € K
Llamaremos campo valuado al par (K, |- |).

Observacion 1.1.1. Una valuacion sobre un campo K induce una métrica de la forma
siguiente
d(z,y) =|r—y| VryeK
Diremos que el campo valuado (K, |- |) es completo, si es completo respecto a la

meétrica inducida por la valuacion.



1.1. Campos Ultramétricos

Ejemplo 1.1.2. Para un campo K , la aplicacion definida por

0 sex=0
1 siz#0

x| =

resulta ser una valuacion y se denomina valuacion trivial.

Observacion 1.1.3. Si consideramos la unidad 1x del campo valuado (K, |-]), entonces
se tiene |1g| = |1k - 1g| = |1k| - |1x| = [1x|?, por lo tanto |1x| = 1. Ademds, para X € K

se tiene que [N\ = |\|7L.

Definiciéon 1.1.4. Sea (K,|-|) un campo valuado. Diremos que la valuacion es no-
arquimediana y (K, | - |) se dird un campo valuado no-arquimediano, si | - | satisface la

stquiente desigualdad:
|+ A <max{|ul, A} VuAeK

La desigualdad anterior es conocida como desigualdad triangular fuerte e implica la

desigualdad triangular usual expuesta en el item (iii) de la definiciéon de valuacion.

Observacion 1.1.5. La bola unitaria cerrada es el conjunto Bg = {\ € K: |\ < 1}
el cual es un anillo con unidad, en efecto, para pu,\ € Bk se tiene que |\ + p| <
max{|Al, |u|} <1, porlo tanto \+p € Bg. También notemos que | —\| = | —1k|- || =
IA| <1, de esta forma —\ € By y luego By es un grupo para la adicion. Por otro lado,
para pi, A € By se tiene |-\ = |p|- |\ < 1 por tanto -\ € Bx . Pero \™' ¢ By pues
A7 =M > L

La bola unitaria abierta es el conjunto By = {\ € K: |A\| < 1} que es un ideal mazimal

del anillo Bxk.

Ejemplo 1.1.6. Cada nimero primo p determina una valuacidn no-arquimediana | - |,

sobre Q definida por:

p9 siq#0

0 stqg=20

|Q|p =




1.1. Campos Ultramétricos

donde r(q) es el mimero positivo mds grande tal que p™9 divide a q.

La valuacion | - |, recibe el nombre de valuacion p-ddica.

Observacion 1.1.7. El campo (Q, |- |,) no es completo. La completacion de (Q,]-|,),
que denotaremos por Q,, se denomina el campo de los nimeros p-ddicos. Q, no es
algebraicamente cerrado y el menor cuerpo algebraicamente cerrado que contiene a Q,,
conocido como gl, tiene dimension infinita como espacio vectorial sobre Q, (el campo
de los nimeros complejos C es una extension de R de dimension 2 como espacio vectorial
sobre R, ademds es un cuerpo algebraicamente cerrado y completo). Resulta que le no
es completo con respecto a |- |,. La completacion de le es algebraicamente cerrada y

se conoce como €Y, ¢ C,,.

Para un estudio mas completo y acabado del campo de los ntimeros p-adicos, véase
por ejemplo [21, [8], [3], [12]
En nuestro trabajo consideraremos un campo valuado no-arquimediano (K| - |)

arbitrario.
Teorema 1.1.8. Sea (K, |-|) un campo valuado. Las siguientes son equivalentes:
(1). La valuacion es no-arquimediana.
(i7). In-1g| <1,VneN,
(iii). Sip, A€ Ky |u| < |\, entonces |\ — p| = |Al.
Demostracion. ver [15], pagina 2. O

Corolario 1.1.9. Sea K un campo valuado no-arquimediano completo respecto a la

métrica inducida por la valuacion y sea (,)nen una sucesion a valores en K.

1. Sea x # 0. Si lim x,, = x, entonces existe un N € N de manera que Yn > N |

n—o0
|| = |z].
[o.¢]
2. 5t lim z,, = 0, entonces an es convergente en K.
n—oo 1

10



1.1. Campos Ultramétricos

Demostracion.

1. Supongamos que lim z,, = x con x # 0. Para ¢ = |z| , existe N. € N de manera
n—0o0

que
VneN:n>N, = |z, —z| <e=|z|
= [zn| = [(2n — 2) + 2] = [2]

lo que muestra la proposicion.
2. Supongamos que lim z, = 0. Para ¢ > 0 dado, existe N. € N tal que
n—oo
VneN:n>N, = |z,| <e.

n
Sea S,, = 5 x) . Mostraremos que la sucesion de sumas parciales (S, )nen €s una

k=1
sucesion de Cauchy, en efecto, notemos que

n

> n

k=m+1

VnmeN:n>m>N,. = |5, — S| =

— < 3
=[S0 — Sl < mdx {luil}

— |S, — S| < e

luego, de la completitud de K , se sigue la convergencia de (S, )nen , es decir,

E x converge en K.
k=1

]

Observacion 1.1.10. Fl conjunto |K*| := {|u| : p € K*}, donde K* = K\ {0k}, es un
subgrupo del grupo multiplicativo de los reales positivos y es llamado grupo de valores
de K.

Tenemos dos posibilidades para |K*|:

(i). 1 no es punto de acumulacion de |K*|. Entonces |K*| = {d* : k € Z}, para algin
d > 1. Ast |K*| es un subconjunto discreto de RY. En este caso la valuacion de
K es llamada discreta. En particular si d = 1, entonces se trata de la valuacion

trivial.

11



1.2. Espacios Normados Ultramétricos

(7). 1 es punto de acumulacion de |K*|. Entonces |K*| es un subconjunto denso de

R?.. En este caso la valuacion es llamada densa.

Definicién 1.1.11. Si consideramos la relacion de equivalencia ~ en By definida por
)\1N)\2<:>)\1—/\2€Bﬂg

entonces definimos el campo residual de K como el anillo cociente By / ~.

1.2. Espacios Normados Ultramétricos

Desde ahora, salvo especificaciones, consideraremos a (K, |- |) un campo valuado
no-arquimediano completo respecto a la métrica inducida por la valuacién, el cual
denotaremos simplemente por K . Ademas, supondremos que la valuaciéon no es la

trivial.

Definicién 1.2.1. Sea E un espacio vectorial sobre el campo K. Una aplicacion

| -]l : £ = RY es una norma no-arquimediana si satisface las siguientes condiciones
(i). |z|| =0 2=0

(ii). |[Az|| = |Al]|z|| VAieK, Vx e B

(i) |lz +yll < méax{[l«, [lyl[} ~ Vz,yek

Si podemos definir una norma no-arquimediana sobre un K-espacio vectorial
E, entonces diremos que el par (E,|| - ||) es un K-espacio vectorial normado no-

arquimediano.

Observaciéon 1.2.2. St FE es un espacio vectorial sobre K, entonces diremos

simplemente que E es un K-espacio vectorial.

Observacion 1.2.3. Si (E, || - ||) es un K-espacio vectorial normado no-arquimediano,

entonces la norma || - || induce una métrica definida por

12



1.2. Espacios Normados Ultramétricos

Diremos que un K-espacio wvectorial normado mno-arquimediano es Banach, si es

completo respecto a la métrica inducida por la norma.

A partir de ahora, para simplificar la escritura, nos referiremos a un K-espacio vec-
torial normado no-arquimediano simplemente por un K-espacio vectorial normado o un

espacio normado.

Definiciéon 1.2.4. St E es un K-espacio vectorial normado y se consideran dos normas
|- 1l1 v |l - || sobre él, entonces éstas se dirdn equivalentes si existen constantes a y [
positivas tales que

allzlly < [[zfl: < Bllzl,  VzeE

Observacion 1.2.5. Si dos normas son equivalentes, entonces ellas inducen la misma

topologia

Definicién 1.2.6. Sea E un espacio normado e I un conjunto arbitrario. Diremos que
una familia (z;);er de elementos de E es sumable, con suma v € E, si Ve > 0, eziste
un conjunto finito Jy C I tal que para cada subconjunto finito J C I, con Jo C J C I

se tiene

x—ij <e¢

jed
Definicion 1.2.7. Sea I un conjunto arbitrario. Diremos que una familia (53;);cr C R
converge a cero si, y solamente si, Ve > 0, existe un subconjunto J. C I finito, de

manera que 3; < e, Vi € J¢. En este caso escribiremos 11'151 B; = 0.
ic

Proposicién 1.2.8. Sea E un espacio normado y sea (z;);er una familia de elementos

de E.

1. 8i(xj)jer es sumable, con suma v € E, entonces existe un conjunto numerable J

tal que x; =0, V5 € J¢, y

2 w=2

jel jeJ

13



1.2. Espacios Normados Ultramétricos

2. Si E es un espacio de Banach, entonces (x;);er es sumable si, y solamente si,

limz; =0
jeI

Demostracion.

1. Supongamos que (z;);es es sumable, con suma x € E. Para ¢ > 0 dado, existe un

conjunto finito H C I tal que VW C I finitocon H C W C I

E $j—l’

JEW

<€

Si consideramos cualquier otro conjunto finito de indices V' tal que VN H = (),

entonces se tiene

2

JjeVv

= 2 w2

JjEVUH JjeEH

2z ) ()]

gméx{ Z Tj—x ij—:c

JEVUH jeH
<é€

Y

}

1
Ahora, para ¢ = —, donde n € N, existen conjuntos finitos de indices H,, C I tales

1
que si V es un conjunto finito de indices con V N H,, = (), entonces ij < —.
jev "
Consideremos el conjunto numerable J := U H, y algin indice 7 € I tal que
n=1
1
{7} N J = 0. Luego, {j} N H, =0, Vn € N. Por lo tanto ||z;|| < — , ¥n € N.

n
Y entonces se sigue que z; = 0.
, 1 .
2. Supongamos que Im} x; = 0. Notemos que para ¢ = —, donde n € N, existen
MS n

conjuntos finitos de indices H,, C I tales que ||z;|| <€, Vj € H.

Sea J := U H,. Sij € J¢ entonces se sigue que 7 € H:, Vn € N. Es decir,

n=1

1
|zl < — Vn e N
n

14



1.2. Espacios Normados Ultramétricos

por lo tanto x; = 0 para j € J°.

Asi, existe un conjunto numerable, digamos J := {ji, jo, ...} de manera que z; = 0

para j € J¢,y entonces lim z;, = 0. Luego, de forma analoga al item 2 del
1—00
Corolario [1.1.9, se sigue que Z x; es sumable y por lo tanto Z x; es sumable.
jeJ jel
m

Ejemplo 1.2.9. Sea I un conjunto arbitrario y o = (0 )ier C RY.

1. El espacio (I, K,a) := {a = (a;)ic; € K' : ||alla = suplaga; < +oo} es
iel
un espacio de Banach sobre K (con respecto a la norma || - ||o). En efecto, sea

(a(n))n>1 una sucesion de cauchy en 1*°(1,K, «), es decir, Ve > 0, In. € N tal
que

Vn,m e N:n,m>n.=|a(n) —alm)|. <e
Ast, |aj(n) —a;(m)|a; <e,Vn,m >n., Vj €1, porlotanto, (a;(n)),>1 es una

sucesion de cauchy en K | y entonces converge. Digamos nll_)Holo aj(n) =a; ,Vj€l.

Luego, Ve > 0, existe un N, € N tal que
VneN:n >N, = |a; —aj(n)|a; <e Vi el

Defintmos entonces

a:l =K
Jj—a; = lim a;(n)

n—oo

Si escogemos N = max{n., N.}, entonces se sigue que
|a; — a;(m)|a; < méx{la; —a;(N)|ey, |a;(N) —a;(m)|a;}  Vjel
<e€ VYm > N,Vjel
En particular se tiene
|ajle; < méx{|a; — a;(N)|ey, a;(N)|ey} — Vjiel

< méx{e, |a(N)]a} Vjel

15



1.2. Espacios Normados Ultramétricos

luego se sigue que ||a|l, = sup |a;|a; < +o0.
jel
Por otro lado, ||a — a(m)||o = supla; — a;(m)|a; < e, Vm > n.. Y entonces
jel

lim fla —a(m)lla = 0.

§ St a;, =1, Vi € I, uno tiene el espacio de funciones acotadas, es decir,
1°°(1,K) = {a = (a;)ic; €K' : ||a]|oc = 8;161? la;| < +o00}.

§ 81T =Nya, =1, Vi € I, entonces estamos en presencia del espacio de
sucesiones de elementos de K y que son acotadas. Denotamos a (N, K, «)

simplemente por [*°,

2. El conjunto co(I,K, ) := {a = (a;)er € K : lil’er? la;|a; = 0} con la norma || - ||«
es un subespacio cerrado de [*°(I, K, «) , por lo tanto co(I,K, a) es un espacio de
Banach. En efecto, sea a = nh_)IIolo a(n), donde a(n) € co(I,K, a), ¥Yn € N. Para
e > 0 dado, existe n. € N tal que

VneN:n>n.=lla—a(n)|. <e
= sup |a; — a;(n)|a; < ¢
jel
luego Vj € I, ¥n > n. se tiene que |a; —aj(n)|a; < . Ademds, para cada n € N,
existe un conjunto finito I(n). C I de manera que |a;(n)|o; < e, Vj € I(n)e.
Luego, se tiene
|ajla; < max{la;(ne) — a;)]ay, a;(ne)|as}
< méx{e, |aj(n:)|a;} Viel
<e Vi€ I(n:):

por lo tanto se sigue que a € co(I, K, a).

§ 8t a; =1, Vi € I, uno tiene el espacio de familias que convergen a cero,
es decir, co(1,K) := {a = (a;)ier € K : lirgl|ai| = 0} provisto de la norma
1€
lalloc = sup |as].
iel
§ 851 =Nya, =1, Vi € I, entonces estamos en presencia del espacio de
sucesiones de elementos de K que convergen a 0. Denotamos a co(N, K, «)

simplemente por c.

16



1.2. Espacios Normados Ultramétricos

3. El espacio K" := K x ... x K(n veces) con la norma ||(A1, ..., \n)|| = 1I£1§i<x || es
<j<n

un espacio de Banach.
Observacion 1.2.10. Para un K-espacio vectorial normado E |, la bola unitaria cerrada

es el conjunto

Bg:={z e E:|z| <1}

y la bola unitaria abierta es el conjunto
By ={zx e E:|z| <1}
se define también el conjunto ||E|| = {||z| : x € E}.

Observacion 1.2.11. En general se tiene que ||E|| € |K|. Basta considerar la norma

sobre K definida por

il = |pls

donde s € (0,00) \ |K|.
Se puede mostrar que en las condiciones anteriores, el conjunto {p € K: ||ulls = 1} es

vacio.

Definicién 1.2.12. Sea E un K-espacio vectorial normado y X C FE. Se define el

subespacio generado de X por [X]| = {Z ajz; oy € K oy € X 5. Denotaremos al
j=1
espacio [{x}] simplemente por [x] ¢ Kz, donde z € E.

De forma anéloga al caso clasico, si (E,| - ||g) v (F,] - ||r) son dos K-espacios

vectoriales normados, entonces una aplicacion f : EF — F' es continua si existe una

constante ¢ > 0 tal que

I f(@)]lr < cllz|e Ve e E

Diremos también que dos K-espacios vectoriales normados F y F' son linealmente
homeomorfos si existe un homeomorfismo lineal entre ellos. Por otro lado, diremos que
E y F son isomorfos como espacios normados o linealmente isométricos, si existe una

isometria lineal entre ellos, es decir, si existe una aplicaciéon lineal T : £ — F que

17



1.2. Espacios Normados Ultramétricos

satisface: Vo € E |, | T(x)||r = ||z||g . En este caso escribiremos E ~ F.

Denotaremos por L(E, F') a la coleccion de todas las aplicaciones lineales continuas
de E en F. Ademas, denotaremos por L(F) al conjunto L(E, E) y por E’ al conjunto
L(E,K).

Bajo las operaciones de adicion y producto por escalar de funciones, el espacio L(E, F')

LS ()]

es un espacio normado, con la norma de operadores || f|| = sup Tl
x7#0 xr

Observacion 1.2.13. Se puede mostrar que ||f|lo = sup || f(z)| también define una
=<1

norma sobre L(E,F) y que en general || - || # || - |lo , por ejemplo, si consideramos

F = Qg3 provisto de la valuacion 3-ddica y E = Q3 con la norma ||q||~ = 2|q| , entonces

para el operador identidad I : E — F se tiene que |I|| =% y [ I]o = 3.

Sin embargo || - || y || - o son equivalentes, en efecto, si T = sup |A| , entonces se tiene
[Al<1

1
I fllo < Il < ;||f||0 Si |K*| es denso en R, entonces se tiene la igualdad.

Observacion 1.2.14. De forma andloga al caso cldsico, considerando E y W dos K-
espacios vectoriales normados, si W es un espacio de Banach, entonces L(E, W) es
un espacio de Banach. En particular E' es un espacio de Banach con la norma de

operadores.

Teorema 1.2.15. (Aplicacién Abierta) Sean E y F espacios de Banach. Si T €
L(E,F) es sobreyectiva, entonces la imagen por T de cualquier abierto de E es un

abierto de F.

Demostracion. Analogamente al caso arquimediano, las mismas técnicas son utilizadas
para la demostracion de este teorema. Mas detalles pueden encontrarse en [15], pagina

64.

Se puede definir de manera natural la aplicaciéon lineal
7:F —K

f=2(f) = fz)

18



1.3. Ortogonalidad

la cual es continua con ||z]| < ||z|| .

Por otro lado, la aplicacion Jg : E — E” definida por Jg(z) = T, es lineal y ademas
| Je(x)|| = ||Z|| < ||z|| , por lo tanto es continua con ||Jg|| < 1.

Al contrario que en el caso clésico, la aplicacién Jg no es una isometria. Para ciertos K
se puede construir un espacio de Banach infinito dimensional E' de manera que E' = {0}

y por lo tanto E” = {0} (ver [15], corolario 4.3 , pagina 100).

Definicién 1.2.16. Diremos que un espacio normado E es pseudorefliexivo si la
aplicacion Jg es una isometria. Si en adicion Jg es sobreyectiva, se dird que E es

reflexivo.

1.3. Ortogonalidad

En esta secciéon introduciremos un concepto de ortogonalidad valido en todo espa-
cio normado. Consideraremos (K, | -|) un campo valuado no-arquimediano completo
respecto a la métrica inducida por la valuacion y (E, || - ||) un K-espacio vectorial nor-
mado no-arquimediano, es decir, la norma satisface la desigualdad triangular fuerte.

En este tipo de espacios se cumple la siguiente afirmacion: Si ||z|| # ||y||, entonces

[+ yl| = méx{]f]], [ly[|}-

Teorema 1.3.1. (Principio de Van Rooij) Sean t €)0,1], x e y elementos de un

espacio normado. Si ||z +y|| > t||z||, entonces ||z 4+ y| > t||y]|.

Demostracion. Es claro cuando ||z|| > |ly||. Supongamos |z| < |ly||, entonces por

principio del triangulo isosceles, ||z + y|| = ||yl > t]y]|- O

Definiciéon 1.3.2. Sean x,y € E, donde E es un K-espacio vectorial normado. Diremos

que x es ortogonal a y si
le+Ayll = [l vAeK

Denotaremos por x L y.
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1.3. Ortogonalidad

Teorema 1.3.3. (Simetria) Sean x,y € E, donde E es un espacio normado. Entonces

x Ly sty solamente si, para todo A\, u € K,
|1y + Azl = max{[[ Az, || nyll} (1.3.1)

Demostracion. Como E es un espacio normado, de la desigualdad triangular fuerte se
tiene que ||py + Azl < max{||Az||, ||uy| }. Supongamos que z L y y A # 0 . Notemos
que

iy + Azl = [Alllz + A" pyll > [Alllz]l = [[Az]

luego por Principio de Van Rooij, se sigue que ||uy + Az|| > |jpy|| v asi se tiene la
igualdad ||y + Az| = max{||Az|, [[uy] }-
Reciprocamente, si se cumple ([1.3.1]), entonces tomando A = 1 se sigue la ortogonalidad

entre dos elementos de F. O

El concepto de ortogonalidad es generalizado de la siguiente manera:
Sea x1, Za, ..., T, una sucesion finita de elementos de un espacio normado E. Diremos
que esta sucesion es ortogonal si

lonas + .. + Q@] = @ifn{ﬂaixiﬂ}

para todo aq, ..., a,, € K.

Si la sucesion es infinita, se sigue que

o0
E ;T
i=1

Para todo aq, as, ... € K tales que lim a;z; = 0.
1—00

= méx{ ozl }

Definiciéon 1.3.4. Sea E un K-espacio vectorial normado y Fy, Es C E. Diremos que
E1 y Es son ortogonales st x 1Ly , Vo € Ey, Yy € Ey. Si este es el caso, escribiremos

E, L Ey

Definicién 1.3.5. Sea E un K-espacio vectorial normado y D1, Dy dos subespacios
de E. Diremos que Dy es un complemento de Dy 6 que Dy es complementado, si
DiNDy ={0} y E = D1+ D,. Si ademds Dy 1. D, diremos que Dy es un complemento

ortogonal de Dy ¢ que Dy es ortocomplementado.
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1.3. Ortogonalidad

Definicién 1.3.6. Sea E un K-espacio vectorial normado. Diremos que un operador
P € L(FE) es una proyeccion si P> = P. Si en adicion se tiene que ker(P) L P(FE),

entonces diremos que P es una ortoproyeccion.
Proposicién 1.3.7.
1. Si P es una proyeccion, entonces el operador (Id— P) es también una proyeccion.
2. Si P # 0 es una proyeccion, entonces E = ker(P) + P(FE) y ademds ||P|| > 1.
3. St P#0y P #Id, entonces |P|| = ||Id — P]||.
4. Si P es una ortoproyeccion, entonces || P|| = 1.

Demostracion. Mostraremos el ftem 4. Supongamos que P es una ortoproyeccion, es
decir, ker(P) L P(E). Por el item 2. basta mostrar que ||P|| < 1. Sea z = u + v con
u € ker(P) y v € P(E). Notemos que

L@ _ vl méx{fol, lull} _ flut+ofl _ flzll _
[ ] [/ —Ed

luego [|P|| < 1. O

Definiciéon 1.3.8. Sea t un numero real, 0 < t < 1. Una sucesion finita x1,Ta, ..., Ty,

de elementos de E se dice t-ortogonal, si

m
E (0 73%;
i=1

> ¢ e
= tlrggﬁ{ﬂamﬂ}

para todo aq, ..., o, € K.

Si la sucesion r1xs, ..., €s infinita, se dice t-ortogonal si

[ee]
E ;5
i=1

para todo oy, as, ... € K tales que lim ayx; = 0.
71— 00

> tmdx{ oz}
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1.3. Ortogonalidad

Definicién 1.3.9. Sean E un espacio vectorial normado y t €]0,1]. Una sucesion

T, %2, ... € E es una base t-ortogonal si {xq1,xs,...} es t-ortogonal y todo x € E tiene

o0
una erpansion r = E Nz, es decir, lim \x; =0, donde \; € K. La base {xy,xs, ...}
n—oo
i=1
es ortogonal sit = 1, ortonormal si en adicion, ||z;|| = 1 para todo i € N.
oo

St x1,x9,... € E es una base t-ortogonal, entonces para x = Z Nz € E se tiene
j=1

m
|z = lim || E XNzl >t im méax || A\z;]| = t max || A\
m—o0 - m—o0 1<i<m €N
(2

o
luego, la expansion de x es unica, en efecto, si también x = Z w;x; para ciertos p; € K,
j=1
entonces 0 = Z()\j — [1;)T; , asi que tmél\?( |(A; = )zl = 0 y por lo tanto \; = p;
J€
j=1

para todo 7.

Lema 1.3.10. Sea F' un subespacio lineal cerrado de un espacio vectorial normado E

yseaa€ E\F.
i. la] + F es cerrado. Si F' es completo, también lo es [a] + F.

ii. Para todot € R con 0 < t < 1, existe un e € E tal que [a] + F = [e] + F y
dist(e, F) > t|le||. Para cada tal e, se tiene |ae + z|| > t méx{||cel|, ||z||}, con
aceKyxekF.

Con m € K tal que 0 < || < 1, podemos elegir e tal que |m| < |le|| < 1.

Demostracion. Sea r := dist(a, F'), r > 0. Existe un 2z € F tal que |ja — z|| < ¢t!r.
Llamando eg = a — z, entonces claramente [a] + F' = [eg] + F' y ademas, t||eg]| < r =
dist(eg + z, F') = dist(eo, F).

Si e es cualquier elemento no nulo de E tal que t|je|| < dist(e, F), entonces para todo
a €Ky x e F setiene |ae + z|| > dist(ae, F) > t||ae|| y luego por principio de Van
Rooij se sigue que |lae + z|| > t max{||ael|, ||z] }.

Se define la aplicacion:
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1.3. Ortogonalidad

v: Ko F — la| + F

(,z) +— @la,x)=ae+x

donde K& F es el espacio K x F' con la norma ||(A, z)|| = max{|A], ||z| r}.

La aplicaion ¢ es un homeomorfismo lineal de K @ F sobre [a] + F. Luego, si F es

completo, entonces se sigue que [a] + F' es métricamente completo y cerrado en E. La

ultima parte de (i7) es trivial ya que nuestro e tiene un multiplo escalar cuya norma

esta entre |m| y 1.

]

Definiciéon 1.3.11. Diremos que un espacio de Banach E es de tipo contable si existe

un subcongunto contable {x1,xs,...} C E de manera que E = [{x, 2z, ...}].

Teorema 1.3.12. Sea E un espacio de tipo contable infinito dimensional.

1.

g,

Para toda sucesion tq,ts, ..., de elementos del intervalo real 0, 1], E tiene una base

{e; 1 i € N} tal que
[ ZaieiH > max{t;||ae] i =1,...,m}
i=1
para todo m € N y aq, ..., a, € K.

Para todo t €]0,1], E contiene una sucesion t-ortogonal que forma una base para

E. E es linealmente homeomorfo a cy.

Para todo t €]0,1] existe una funcion s : N —|0,1[ y una biyeccion lineal

S :co(N:s) — E tal que t||z|| < ||Sz|| < ||z| para todo x € cy(N : s).
E es pseudoreflexivo.

Sea D cualquier subespacio lineal cerrado de E. Entonces ambos D y E/D son
de tipo contable. D es complementado. Para todo € > 0 existe una proyeccion de

E sobre D de norma menor o igual a 1 + €.

Sea D un subespacio lineal de E, sea f € D" ye > 0. Entonces f puede extenderse
auna F e B con |[F] < (1+ o)/
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1.3. Ortogonalidad

Demostracion.

1.

Sea m € K tal que 0 < |r| < 1. Podemos asumir que la sucesion (t;);en en |0, 1]
es estrictamente creciente. Como E es de tipo contable, podemos escoger una
sucesion {0} = FEy C Ey C Ey C ... de subespacios lineales de E de manera que
cada E, tiene dimension n y UE, = E.

Por el Lema [1.3.10] podemos escoger un e, € E,, con |7| < |le,|| <1 tal que

n

laen + 2| = - méx{[laea], ||z}

n+1
con « € Ky x e F, 1. Se sigue inductivamente que para todo ay, ..., a,, € K,

t;

tn+1

|ase|| - i < m} (1.3.2)

m
1D aieil] > méx{
=1

como t, 41 < 1se sigue la desigualdad en (7). Queda por demostrar que {e; : i € N}

es una base. Sea s : N —]0, oo la funcion i — ||e;|| (7 € N).
Podemos definir la aplicacion S : ¢o(N : s) — E | por S(ay,as,...) = Zaiei,
=1

donde (aj,ag,...) € (N : s) . S esta bien definida pues lim [|ase;]| =
1—00

lim |a;]s(i) = 0 . Es lineal y ademads ||S]| < 1. Se sigue de (1.3.2) que
1—00

1)~ cveil| > ¢y méx{||aze;|| : i < n} (1.3.3)

i=1
para todo n € Ny ay,...,a,, € K| asi que ||Sz|| > t1|z]| (x € co(N : s)). Por lo
tanto, S es un homeomorfismo lineal sobre su recorrido. Entonces, su recorrido es
cerrado en E. Pero éste contiene todos los e, y ademas UE,, = E, donde e, € E,,,

Vn € N, asi que S debe ser sobreyectivo y {e; : i € N} es una base para E.

Aplicando el resultado anterior a la sucesion t; = ti (¢ € N). Por 1) la
sucesion (e;);en es t-ortogonal. Como || < s(i) < 1 para todo i € N | ¢o(N : s)
Vv ¢p son idénticos como conjuntos y la aplicacion identidad entre ellos es un

homeomorfismo.

Nuevamente aplicando (i) a la sucesion t; = ti (i € N).
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1.3. Ortogonalidad

iv. Debemos probar que la aplicacion natural J : £ — E” es una isometria, es decir,
que cualquiera sea el x € E |, ||J(z)|| = ||z||. Hemos visto con anterioridad que
|J(x)]| < ||z]| , por lo tanto falta ver que ||J(x)|| > ||z||. Sea a € E \ {0} y sea
t €]0, 1[. Para demostrar esta afirmacion basta construir una f € E’\ {0} tal que

|f(a)| > t]|f]l||la]]. De esta forma

17(a)][ = sup [J(a)(f)] _ sup | f(a)]

reengoy  IIf]l reengoy S]]

> tall

Ahora, como 0 < t < 1, se sigue que ||J(a)|| > ||a]|.

Sea s y S como en (iii). Existe un b = (1, fa,...) € co(N : s) tal que S(b) =ay
un ng € N tal que [|b]| = |Bn,|s(n0).

Sea f : E — K la funciéon que a cada x € E le asigna la coordenada ny de S~'z.

(o]
Se afirma que f € E' , en efecto, seax € By S™lax = Zaiei, entonces

P
()] = 5(10) ™ |ano|5(120) = s(n0) S ]| < s(no)~H[STH[]]]
Luego || f]| < s(no)~"|S~*|| < s(ng)~"t~". Por otro lado:
| £(@)] = [Bnol = 5(r0)|Bns |5(no) ™" = s(n0) 10|
> 5(no) ~H|:Sb]| = s(no) |l
> ts(ng) 't~ !l
>t fllflal

Lo que se queria mostrar.

v. Sean D un subespacio cerrado de E = [{e; : i € N}y W ={j € N:¢e; ¢ D}. Si

o0

x € E, entonces = E a;e; con lim aze; = 0, v luego

1—00
i=1
T = g aje; + E ;e
JEW JEW

como D es cerrado se sigue que Z aje; € Dy por lo tanto

JEW
r+ D= ZozjejJrD: Zaj(ejJrD)
jEW jEW
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1.3. Ortogonalidad

Se concluye que E/D es de tipo contable con E/D = [{e; + D : j € W}].

Sean Q : E — E/D la aplicacion cociente, ¢ > 0y t = (1+¢)~2. Como E/D es de
tipo contable, por (ii) tiene una base t-ortogonal en F/D, digamos {b;4+D : i € N}.
Por definicion de la norma en el cociente y la sobreyectividad de (), para cada

1 € N escogemos a; € F tal que

2. ||b; + DI > t|ai|.
Notemos que para todon € Ny ay,...,qa, € K,

HZMZH <max{||a all} <t 1max{|ozz|||b + D} <t 2||Zozz bi + D)|

=1 =1

Sea x + D = Z)\i(bi + D) € E/D , luego por (b) v la desigualdad anterior
i=1
podemos concluir que

1Y Niasll < 721 Xi(bi + D))
=1 =1

Podemos hacer entonces T': E/D — E definida por T'(z + D) Z Aia; . Esta
T es lineal y continua, ademés ||T'|| <t 2 =1+e.
Sea x + D = Z Ai(bi + D) € E/D, notemos que

1=1

ZA (b; + D)) Z)\al ZAiQ(ai):Z/\i(b,-+D)

Y por tanto se tiene que QT = Idg/p.

De lo anterior es facil ver que TQ? = T'Q, luego P := Id — T'() es una proyeccion
lineal continua y como ||T]| < 1+¢y ||Q| <1 se sigue que ||P|| < 1+ ¢. De las
identidades

RQP=Q-QTQ=Q —Idg/pQ =0 —-Q =0
Podemos inferir que P(F) esta contenido en el kernel de @, el cual es D. Pero

sobre D se tiene que ) = 0 y por lo tanto P = Id. Se concluye que P es una
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vi.

proyeccion de E sobre D de norma menor o igual a 1+ €.
En particular, P es una sobreyeccion lineal continua de &/ — D, asi D es de tipo

contable.

Podemos asumir que D es cerrado. Sea P como en (v) y haciendo f := fo P se

tiene lo pedido.

Teorema 1.3.13. Sea E un espacio normado n-dimensional (n € N).

0.

0.

E es linealmente homeomorfo a K"

E es un espacio de Banach. Todas las aplicaciones lineales E — K son continuas.

Todos los subespacios lineales de E son cerrados y complementados.

Para todo t €]0,1] existe una sucesion t-ortogonal ey, ...,e, en E que forma una

base para E.

Para todo t €]0,1] existen nimeros reales positivos si, ..., S, y una biyeccion lineal
T:Ks, &...0K,, — E tal que t||z|| < ||Tz|| < ||z||, para todo z € Ky, & ... K, .
Donde K, = (K, |. s, + K — R definida por A — |\

si) Y- s, = Si|A| es una

norma no arquimediada.

v E es reflexivo

Demostracion. La demostracion de este teorema es similar a la demostracion del

teorema anterior, tomando en cuenta que un espacio finito dimensional es en particular

un espacio de tipo contable. O

1.4.

Producto Tensorial

En esta seccion introduciremos el concepto de producto tensorial y presentaremos

algunas de sus propiedades fundamentales. Omitiremos las demostraciones de éstas
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1.4. Producto Tensorial

debido a que pueden encontrarse desarrolladas completamente en [I5]. El objetivo
principal es a posteriori demostrar que existe una coneccion natural(Isometria lineal)
entre el espacio de los operadores compactos con el producto tensorial.

Sean D, E vy F espacios de Banach. Una aplicacion T': E x F' — D es bilineal si para
cualquier a € E'y b € F, las aplicaciones y — T'(a,y), (y € F) y x — T(z,b), (x € F)
son lineales. Una aplicacién bilineal T es continua si, y solamente si, existe un nimero
¢ >0 tal que ||T(x,y)|| < c|lz||y|l, Vo € E, Vy € F.

El espacio de todas las aplicaciones bilineales de E x F' en D forman un espacio de

Banach, denotado por Bil(E, F'; D), bajo la norma
[T == inf{c > 0: |T(z,y)|| < c|z|lllyll, V= € E,Vy € F}

Este espacio de Banach es canénicamente isométrico a los espacios L(E,L(F, D))y

L(F,L(E,D)).

Definiciéon 1.4.1. Un par consistente de un espacio de Banach EQF y una aplicacion
bilineal (x,y) — r®y de E x F sobre E®F es un producto tensorial de E y F si se

tienen las siquientes propiedades:
(i) llz @yl < lzllyll, vz € E, vy € F.

(ii) Para toda aplicacion bilineal continua S de E X F' en cualquier espacio de Banach
D, existe una tinica Sy € L(E®F, D) tal que ||Sg|| < ||S|| y tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

Ex F—2.D

o| A

EQF
Teorema 1.4.2. Sean E y F' espacios de Banach. Entonces E y F' tienen un producto
tensorial. Este es unico en el siquiente sentido: Si <E®F,@> y <EOF,®> son
productos tensoriales de E y F, existe una unica isometria lineal de EQF sobre EOF

tal que envia cada @y (x € E, y € F) en el correspondiente x ® y.

Demostracion. ver [15], pagina 124. O
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Teorema 1.4.3. Sean D, E y F espacios de Banach.
(1) @yl = lz|lyll, Vo € E, vy € F.

(i) [Sell = |IS|l, VS € Bil(E, F; D).

Luego, de manera natural se tienen las siguientes isometrias lineales
Bil(E,F; D) ~ L(EQF, D) ~ L(E, L(F, D)) ~ L(F, L(E, D))
En particular, para D = K se tiene

(EQF) ~ L(E,F') ~ L(F, E")

(iii) YT € L(E®F, D) se tiene

|17 (z @ y)ll
l1[1yll

17l = sup{ zeBye P oyl £ o}

Demostracion. ver [15], pagina 126. O
Lema 1.4.4. Sean E y F' espacios de Banach.

(i) Sea 0 <t < 1. 8i xy,..., T, €s una sucesion t-ortogonal en E y St Y1, ..., Ym €S
una sucesion de elementos de F', entonces x1 @ Y1, ..., Tn @ Yp €S UNG SUCESION,

t-ortogonal en EQF .

(ii) Sea 0 <t < 1. Todo elemento w € EQF puede escribirse como w = Z a; ® bj,
j=1
donde (a;)jen C E es una sucesion t-ortogonal y (b;)jen C F (lim ||a; ®b;]| = 0).
j—o00

Demostracion. ver [15], pagina 128. O

Corolario 1.4.5. Si E y F son espacios de Banach y si w € EQF, entonces

[wl]| = inf {I?Gég laI11bs1] = (az)jex © B (by)jen € Frw = a;® bj}-

Jj=1

Demostracion. ver [3], pagina 68. O
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Capitulo 2

Operadores Compactos

En este capitulo definiremos la nocién de un conjunto compactoide y de operador
compacto en el caso no-arquimediano (la cual dista de la definicion de operador
compacto en el caso clésico). Ademéas, presentaremos los resultados fundamentales
acerca de estos operadores y veremos de qué forma se relacionan con el producto

tensorial definido en el capitulo anterior. Véase también [15], [10] y [LT].

2.1. Conjuntos Compactoides

Recordemos que un subconjunto W de un espacio localmente convexo E es llamado
precompacto si para cualquier vecindad de cero U existe un subconjunto finito VC F
talque W C U+ V.

Supongamos que E es Hausdorff y que K no es localmente compacto. Cualquier conjunto
convexo en F con dos puntos distintos x e y contiene al conjunto {z+A(y—=x) : A € Bk},
el cual es homeomorfo a Bx y por lo tanto no es precompacto. Luego, los conjuntos
pre(compactos) y convexos en E se reducen a un punto. De esta forma, en un intento
de convexificar la nocién de precompacidad, se define el concepto de un conjunto

compactoide.

Definiciéon 2.1.1. Sea E un espacio vectorial normado. Diremos que un subconjunto

X de E es absolutamente convero si \x + py € X para todo x,y € X y A\, u € Bx.
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Definiciéon 2.1.2. Para cualquier Y C E, se define la capsula absolutamente convexa
cerrada de Y como la interseccion de todos los subconjulos cerrados y absolutamente

convezos de E que contienen a 'Y, se detona por Co(Y).

Observacién 2.1.3. Co(Y) es el subconjunto cerrado absolutamente convero mds

pequeno que contiene a Y .

§ Siay,..,a, € F, entonces Co(ay, ..., a,) = {Z Aia; : A\ € Bg}.
i=1

§ Si ay,as,... € E es una sucesion t-ortogonal para algun ¢t €]0,1], entonces
Co )= ;. . B 1/ . —
CO(&l,ag, ) {Zl )\zaz )\z € K?Zigé )\zaz O}

Definicion 2.1.4. Un subconjunto A C E se dice compactoide si para todo € > 0 existe

un conjunto finito {x1,...,x,} C E de manera que A C B.(0) + Co({x1,...,z,})
Proposicion 2.1.5. Sean E y F' espacios vectoriales normados

(i) A C E compactoide = A y Co(A) son compactoides.

(ii)) X, Y C E compactoides = X UY y X +Y son compactoides.

(iii) Si X C E es compactoide y T € L(E,F), entonces T(X) es un compactoide en
F.

(iv) Todo conjunto compactoide es acotado.
(v) Todo conjunto precompacto es compactoide

(vi) Si E es finito dimensional, entonces los conjuntos compactoides de E son

precisamente los conjuntos acotados.

(vii) Si K es localmente compacto, entonces los compactoides de E son precisamente

los conjuntos precompactos.

(viii) Si X C E es compactoide, entonces [X] es de tipo contable
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(iz) Siay,as,... € E y lim a; = 0, entonces Co(ay,as,...) es un compactoide

1— 00

Demostracion. Se mostrardn algunas de estas afirmaciones pues las demés son directas

de la definicién.

(1v).

(vid).

(viii).

Supongamos A C FE compactoide y sea ¢ > (. Existe un conjunto finito
{x1,...,2,} C E de manera que A C B.(0) + Co({zy,...,7,}). Si a € A, entonces
a= w+z Ajxj, para algin w € B.(0) y \; € Bx para todo j = 1, ..., n. Notemos

Jj=1
que:

n n
lall = llw+ > Al < méx{][w]], | D Ay}
j=1 j=1
o L
< méx{e, mix |z;[}

Luego, se sigue que A es acotado.

1). Supongamos que E es un espacio vectorial n-dimensional. Por Teorema [1.3.13| E

es linealmente homeomorfo a K™. Por (iv) solo falta ver que si A C K" es acotado,
entonces A es un compactoide, en efecto, sea A C K" acotado con la norma del
maximo ((Al,...,)\n) — 1r£1ka<)§1|/\k\) Existe entonces A € K tal que ||a|| < |A|,
Va € A. Entonces A C C_;(EAel, s Aepn}), donde (e)}_; es la base canodnica en

K™, Se sigue que A es compactoide.

Supongamos que K es localmente compacto y X C FE un compactoide. Sea
e > 0, entonces existe un conjunto finito {z1,...,x,} C E tal que X C B.(0) +
Co({w1,...,x,}). Se define la aplicacion ¢ : K" — E por (\)7—; — o((Ae)r—y) =

Z \er. Como By es compacto y ¢ es continua, Co({z1, ..., z,}) es un compacto
k=1
y entonces existe un conjunto finito G C E tal que Co({z1, ..., z,}) C G + B.(0),

luego:

X CB.(0)+G+ B:(0) =B(0) + G

Por lo tanto X es precompacto.

Supongamos X C FE compactoide y sea ¢ = 1. Existe F; C F finito tal que
X C Co(Fy) + B1(0). Six € X, entonces z = u + v con u € Co(F}) y v € B;(0),
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2.1. Conjuntos Compactoides

se define X, := (X + Co(F})) N B1(0). Notar que X; C X + Co(F}), por lo tanto
es compactoide y ademés X C X; + Co(F)).

1

Ahora, si tomamos ¢ = 3, existe Fy C F finito de manera que X; C Co(Fy) +

B1(0). Analogamente definimos X, := (X +Co(Fy)) NB1(0) que es compactoide
y X1 C Xy +W(F2)

Inductivamente, para ¢ = % tendremos que X C X, + %(U Fy). Para un n
k=1
suficientemente grande, el conjunto X, se reduce al 0 y luego X C @(U;‘;l Fr),

por lo tanto:

X CE(D F) C

[0.9]
U #
k=1 k=1

de esta forma se sigue que [X] C [U;—, Fx] y asi [X] es de tipo contable.

]

Lema 2.1.6. Sea m € K, 0 < |7| < 1. Sea E un espacio de Banach de tipo contable y

X un subconjunto distinto de vacio, acotado y absolutamente convexo de FE.

(A) Si 0 < t < 1 y toda sucesion t-ortogonal de elementos de X tiende a 0,

entonces existe una sucesion t-ortogonal (e,)neny € 7™ 'X tal que lim e, = 0

n—oo
y X C Co(ey, ey, ...).

(B) Asumamos que todo subespacio lineal uno dimensional de E es ortocomplemen-
tado. St toda sucesion ortogonal de X tiende a 0, entonces existe una sucesion

ortogonal (en)nen € 71X tal que lim e, =0 y X C Co(ey, e, ...).
n—oo

(C) Asumamos que la valuacion de K es discreta. Si toda sucesion ortogonal de X
tiende a 0, entonces existe una sucesion ortogonal (e,)nen € X tal que lim e, =0
n—oo

y X = Coley, ey, ...).
Demostracion. ver en [15], pagina 137. O

Teorema 2.1.7. Sea X un subconjunto acotado y absolutamente convexro de un espacio

de Banach E' y 0 <t < 1. Las siguientes son equivalentes:
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2.1. Conjuntos Compactoides

(o) X es compactoide.
(B) Todo subconjunto contable de X es compactoide.

(v) Para todo € > 0 existe un subespacio de dimension finita de E, digamos D, de

manera que X C D + B(0).
(6) Emiste un conjunto precompacto Y C E tal que X C Co(Y)

(¢) Eziste una sucesion t-ortogonal (an)nen € E tal que lima, = 0 y X C

n—o0
Co(ay,asg, ...).
(C) Toda sucesion t-ortogonal de elementos de X tiende a 0.

(n) El subespacio generado por X no contiene subespacios lineales cerrados de

dimension infinita.

(0) Si D es un subespacio lineal de E tal que X N D es abierto en D, entonces D es

finito dimensional

Demostracion. Las implicaciones (a) = (5) y () = (J) son directas. Probaremos

(0) = (@), (B) = (1) = (O = (B), (v) = () ¥y (O) = (0) = (n) = (¢). Ademas, sea
m e Ktal que 0 < |7| < 1.

(0) = () Sea Y como en (J). Tomando ¢ > 0, existe un conjunto finito Z C Y tal que

Y C Z + B.(0). Luego, se sigue que
X c Co(Y) C Co(Z) + B.(0)
por lo tanto, X es compactoide.

(8) = (v) Por contradiccion, supongamos () y que no sucede (), es decir, existe un
e > 0 tal que para cualquier subespacio lineal D de dimension finita de FE,
X ¢ D + B.(0). Entonces podemos hacer una sucesion x1, g, 23,... € X de
manera que VYn > 1, z,, & [z1, ..., z,_1] + B:(0). Luego, por (f3), existe un conjunto

finito Y C E tal que {x, : n € N} € Co(Y) + Bs(0), donde § = ¢|r|. Ahora, para

34



2.1. Conjuntos Compactoides

cada n € N, escogemos un y,, € Co(Y) tal que ||z, — y,|| < .

Si Yy es el subconjunto mas pequeno absolutamente convexo de E que contiene
a {y, : n € N}, entonces Yj es un conjunto acotado, absolutamente convexo del
espacio finito dimensional [Y]. Por el caso (A) del Lema[2.1.6] existe e1, ..., e, € Yj
tal que Yy C m1Co{ey,...,e,}. Pero entonces Yy C Co{yi,...,ym} para algin

m € N, y luego, se sigue de la eleccion de los y,, que
Yy C 7 Co{wy,...,w,} + 7' Bs(0) C [{1, ..., 2, }] + B-(0)

asi que Ty,11 € Yme1 + Bs(0) C [{x1, ...,z }]+ B-(0). Lo que contradice la eleccion

de T,11.

Por contradiccion, supongamos que existe una sucesion t-ortogonal aq, ag, ... € X
y un € > 0 tal que t|ja;|| > ¢, Vj € N. Para este ¢ > 0 existe un subespacio lineal
D de E, de dimension finita, tal que X C D + B.(0). Ahora, para cada n € N

escogemos un d,, € D de manera que ||a, — d,|| < €. De esta forma, se tiene
|an — dn|| < e < t||an,| ,VneN

Luego, del Teorema de perturbacion ( ver [10], Teorema 2.3.16), se sigue que
(dy)nen es una sucesion t-ortogonal. Por lo tanto es linealmente independiente, lo

que contradice la finitud de la dimensién del subespacio lineal D.

Supongamos () y sea D un subespacio lineal cerrado de E que es de tipo

contable. Por el Lema parte (A), existe una sucesion t-ortogonal (ay,)nen

en D tal que lim a, =0y X N D C Co{ay,ay, ...}. Luego, por las implicaciones
n—oo

(€) = (0) = () se tiene que X N D es compactoide, y entonces se sigue (f3).

Supongamos (7). De forma analoga a la demostracion de (viii) de la Proposicion

2.1.5 se puede mostrar que [X] es de tipo contable. Ahora, como (7) = (¢), se
sigue (€) del Lema parte (A).

Por contradiccion, supongamos que D es un subespacio lineal de E, de dimension

infinita tal que X N D contiene una bola B.(0) de D. Por el Teorema|1.3.12, B.(0)
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2.1. Conjuntos Compactoides

contiene una sucesion t-ortogonal (z,,),en que no converge a 0, es decir, existe un
d > 0 tal que ||z,|| >, ¥n € N. Para cada n € N escogemos y,, € X de manera

que [ly, — .|| < & . Se sigue entonces que

[Ynll = 1(yn = 2n) + znll = méx{|[(yn — 2|, [[2n]]} = [l
Luego, la sucesion (y, )nen €s t-ortogonal y no converge a 0, lo que contradice (¢).

Por contrareciproco, supongamos que existe una sucesion t-ortogonal (x,)nen ¥
un € > 0 tal que ||z,|| > ¢, Vn € N. Como X es acotado, existe un p € K de

manera que ||z,| < |p|. Ahora, notemos que para A = (\,)nen € ¢ se tiene

i AT

n=1

. < t-mé < < ma <
tel Al < ¢ max{]| Az} < < max{|| A} < [ull|A]

por lo tanto, la aplicacion T definida por A = (A\,)peny — T(\) = anxn es
un homeomorfismo lineal de ¢y sobre su recorrido, que es un subesp;c:ig) infinito
dimensional cerrado de E, digamos D. Si denotamos por B,, a la bola unitaria
en co, entonces T(B,,) C X. Como [T(B,,)] = T(co) = D , se sigue que D es un

subespacio cerrado de dimension infinita del subespacio generado por X.

Supongamos (#) y sea D un subespacio lineal cerrado del subespacio generado

por X . Como 7 € K es tal que 0 < |7r| < 1, se sigue que
D c U{W_" X}
n=1

Asi, int (U{W" - X} | # 0, por lo tanto, del Teorema de Categoria de Baire,
n=1

existe un N € N tal que int ({W*N Y}) £ ), de esta forma se sigue que X
contiene un abierto de D y entonces X N D es abierto en D, luego por (0) se sigue

que D es de dimension finita.
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2.2. Operador Compacto

Recordemos que en el caso clasico, es decir, cuando el espacio vectorial se considera
sobre R 6 C , un operador es compacto si envia la bola unitaria en un conjunto
precompacto y es completamente continuo si es el limite de operadores lineales continuos
de rango finito. Es un hecho conocido que todos los operadores completamente continuos
son compactos, pero no todo operador compacto es completamente continuo (esto fue
mostrado por Enflo en [6] ). Sin embargo, todo operador compacto entre espacios de
Hilbert es completamente continuo.

Ahora bien, en el contexto no-arquimediano si consideramos las definiciones analogas al
caso clasico, entonces para un campo K localmente compacto fue probado por Serre
en [I3] que los dos conceptos coincidian. Sin embargo cuando K no es localmente
compacto, el tnico operador compacto se reduce a la aplicacién nula. Por lo tanto,
con el fin de extender el teorema de Serre, se utiliza una definicion apropiada para
operador compacto (ver Definicion ), la cual es enviar la bola unitaria en un

conjunto compactoide (ver Definicion [2.1.4] ).

Definiciéon 2.2.1. Sean E y F espacios de Banach. Un operador lineal T : E — F se

dice compacto si T(Bg) es un compactoide.

Observacion 2.2.2. Si T es un operador compacto, entonces es continuo. St K es
localmente compacto, entonces T es un operador compacto, si y solamente si, T(Bg) es

un precompacto (ver Proposicion [2.1.5, ttem (vit)).

Teorema 2.2.3. Sean E, F espacios de Banach y T € L(E,F). T es un operador
compacto, si y solamente si, para todo € > 0, existe un S € L(E,F) tal que S(F) es

finito dimensional y ||T — S| < e.

Demostracion. Supongamos que T es un operador compacto y sea € > 0. Como

T(Bg) es un compactoide, por Teorema existe un subespacio de dimension finita

D C T(FE) tal que T(Bg) C D + B.(0). Como T'(E) es de tipo contable (Proposicion

2.1.5[, item (viii)), existe una proyeccion P : T(E) — D tal que ||P|| < 1+¢ ( Teorema
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2.2. Operador Compacto

1.3.12], item (v)).
Hacemos S := PoT, y entonces S € L(E,F) y S(FE) es finito dimensional pues D lo
es. Si z € Bp, entonces existe un y € D tal que [|[T'(z) — y|| < ¢, por lo tanto:
1S =T) (@) = [(PoT =T)()| = [[(P = )T (z)]

= [[(P = I)(T(x) = )

< [|(P = DIIT(x) =yl = IPIIT () = y)l

<(1+¢)e
Se sigue de las desigualdades anteriores que ||S — T'|| < (1 + ¢)e, como se queria.
Reciprocamente, supongamos que para cualquier € > 0 existe un S. € L(E,F) de
manera que S.(E) es finito dimensional y [|S.: — T|| < e. Si * € Bg, entonces
|S:(z) — T'(z)|| < e, es decir, T(x) € S-(z) + B:(0). Por lo tanto se tiene 7' (Bg) C
S:(Bg) + B:(0) C S.(E) 4+ B:(0), y entonces por Teorema se sigue que T'(Bg) es

compactoide y luego T" es un operador compacto. O]

Para espacios de Banach F y F' denotamos por C(F, F') al conjunto de todos los
operadores compactos de E en F. Denotamos por C(E) al conjunto C(E, E).

Observacion 2.2.4. Por el Teorema M se sigue que C(E,F) es un subespacio
lineal cerrado de L(E,F). De hecho, C(E,F) es la clausura del conjunto de todos los

elementos de L(E, F') cuyo rango es finito dimensional.

Proposicion 2.2.5. Sean E y F espacios de Banach. Si T € C(E,F) y si D es

cualquier espacio de Banach, entonces:
(i) ToU € C(D,F), VU € L(D,E).
(ii) SoT € C(E,D), VS € L(F, D).
Demostracion. La demostracion es directa del Teorema 2.2.31 O

Observacién 2.2.6. Todo a € [ determina un operador M, € L(I*°) por M,(x) =

(zja5)jen, donde x = (75)jen ¥ a = (a5) jen.

38



2.2. Operador Compacto

§. Sia € cy, entonces M, € C(I°°, cp).

. El operador compacto M, resulta ser una especie de operador "genérico”. Todo
s i p P p g
operador compacto T' € L(E, F'), donde E y F son espacios de Banach, tiene una

escritura T = S o M, o U, para ciertos operadores lineales S y U.

Teorema 2.2.7. Sean E y F espacios de Banach y T € L(E,F). Las siguientes son

equivalentes:
(a) T es compacto.

(B) Para todo subespacio cerrado de tipo contable D < E, La restriccion T|D es

compacto.
(v) T(E) no contiene subespacios cerrados de dimension infinita.
(6) Exziste a € ¢y, U € L(E,1®) y S € L(co, F) de manera que T =S o M,oU.
(¢) Ezisten ai,as,... € F y g1,92,... € E' tal que lim |la,|||gn|| = 0 y T(z) =
n—oo
Zgn(x)an J(reE).
n=0
(¢) Para n € NU{0}, sea v,(T) = {||Tip|| : D < E,dim(E/D) < n}. Entonces

lim v, (T) = 0.

n—oo

T
(n) Si D C E es cualquier subespacio de dimensidn infinita, entonces gl\f{ , { |||| xHH } =0.
[ 0 T

Demostracion. La implicacion () = (/) es trivial.

(7) = (n). Sea D < E tal que D es infinito dimensional y supongamos que d :=
T _
inf {M} > 0. Entonces se tiene |T'(z)|| > d||z||, Vx € D. Asi, T es
zeD\{o} | ||zl B B ~
un homeomorfismo de D sobre T'(D), entonces T'(D) es un subespacio infinito

dimensional de T'(E), cerrado en F.

(n) = (a). Por contrareciproco, supongamos que 7' no es un operador compacto. Mostrare-

mos que (n) es falso. Como T'(Bg) no es compactoide, por Teorema existe
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§ > 0y una sucesion i-ortogonal (e,)nen C T(Bg) tal que |le,| > 4. Para
cada n € N, escogemos a, € Bpg tal que T'(a,) = e,. Como (e,)nen €S una
sucesion %—ortogonal, entonces (a,)nen es linealmente independiente y haciendo
D := [{ay, as, ...}], se sigue que D es infinito dimensional. Notemos que paray € D

se tiene:
T = v A > Ly A > 0 A > 0
1T (y)]| = | Z; j€j|| = 5121%?;”{” j€j||} = 51%@(”“ j|} = §||y||
]:

y luego la restriccion de T' es un homeomorfismo de D sobre [{eq, e, ...}], por lo

tanto  inf {M}#O

eeD\{0} | ||z|
(0) = (€). Sean a = (a1, Qs,...) € ¢y, U € L(E,I®), S € L(co, F') como en (§) y (€n)nen
la base natural en c¢p. Sea f, : ¢g — K definida por f,((\;)jen) = An , para
(Aj)jen € co. Luego, haciendo a,, := a,,S(en) v gn := fno U se sigue (¢), en efecto,
se tiene:
1. Como a, — 0y U € L(E,[*) , se tiene que nh_)rgo llan|lllgnl = 0

2. Para x € FE se tiene:

T(z) = SM,U(z) = S((c; - fi o U(x))ien)

:S(Zai-inU(x)-ei)

N—oo

N
= lim S(Zoéi‘inU(x)‘ei)

()= (n). Seae > 0y D C E un subespacio de dimension infinita. Por ({), E tiene un
subespacio H de codimension finita tal que [|T}y|| < e. Notar que D N H # {0},
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pues de no ser asi, como D es de dimensién infinita, si B es una base, entonces
BNH =1,y luego el conjunto {[z] : x € B} C E/H, lo que contradice la finitud
de la dimension de E/H. Ahora, si z € DN H \ {0}, entonces L& < ¢

lll

. Supongamos que T es compacto. Como [T'(Bg)] = T(E) , se sigue del item

viii de la Proposicion m que T(FE) es de tipo contable. Por el Lema
1 _
existe una sucesion E—ortogonal ey, es,... en T(E) tal que lim e, =0y T(Bg) C
n—oo
Co{ey,eq,...}.

o1 .
Como (e,)nen €8 una sucecion §—ort0gonal, se sigue que cada elemento z €

o0

[{e1, €2, ...}] tiene una tnica representacion z = E Anén , con A\, € K. Luego,

n=1
podemos definir funcionales lineales g1, g5, ... de E en K por
T(x)= Zgn(w)en Ve e
n=1

Mostraremos que ||g,|| <1, Vn € N :

Sea z # 0. Si la valuacion de K es densa, entonces existe una sucesion de

escalares (A\p)nen tales que ||z < |Au|, Vn € Ny lim |A\,] = ||z|. Como
n—oo

T(Bg) C Co{ey, ey, ...}, se sigue que
x - x ,
T(5) -5 (5)e wen

n=1

y ‘gn (Aﬁ)‘ <1, Vj,n € N. Asi, se sigue que |g,(z)| < |Aj| , ¥j,n € N.Y por lo
J

tanto |g,(x)| < ||z|| , Vn € N.
Ahora, si la valuacién es discreta, entonces tomando el escalar A € K mas pequeno
tal que ||z|| < |A|, se muestra de forma anéloga que |g,(z)| < ||z|| , Vn € N. Por

lo tanto [|g,|| <1, Vn € N.

Por otro lado, definimos la aplicacion
U:FE—I[%

T = U(ZL‘) = (gn(x))neN

la cual es lineal y ademaés ||U(z)|| = sup |gn(x)| < sup ||ga|ll|lz] < ||z]|, V& € E.
neN neN
Por lo tanto U € L(E,1*).
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Por otro lado, sea 7 € K con 0 < || < 1. Para cada n € N, escogemos «,, € K de
manera que |7| < ||a,;! - e,]] < 1. Luego, haciendo a := (ay, s, ...), se sigue que
a € ¢, pues |ay,||7| < Jle,] y lim e, = 0.

n—oo

Por ultimo, sea

S co— F
n= (:un)neN = S(p) = Zﬂnaglen
n=1

S es bien definida pues lfm ||, e,|| = 0y es una aplicacion lineal. Ademas se
n—oo
tiene que

IS = 1Y oy el < sgg{llunaglenn} < sgg{\unl} = ||l

n=1
por lo tanto S es continua. Asi, S € L(co, F).
Ahora, para © € F se tiene:
SoM,oU(x) =50 My((gn(T))nen)
=9

—~

(gn(x) ' an)nEN)

1

= ign(az)ana; en

. Bastaria mostrar que para un ¢ > 0 dado, existe un subespacio de codimensiéon

finita, digamos H, tal que ||Tjx| < .
Sean (an)nen, (gn)neny como en (e) y sea ¢ > 0 dado. Existe un N € N tal que
Vn > N, |lgnllllan]] < €. Se define el conjunto Dy = {z € E : g1(z) = ... =

gn(x) = 0} que tiene codimension finita. Ahora, si d € Dy \ {0}, entonces:

1@ = 1D gn(danll =1 D gul(d)an]| < max || gn | lldllf]an
n=1 n=N+1

17 ()]l
el

Por lo tanto se tiene < magf({HgnHHanH} <e,yluego [|Tip,| <e.
n>
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(8) = (7). Asumamos () y sea D un subespacio lineal de dimension infinita de T'(E) que
es cerrado en F. Aplicando el Teorema[l.2.15|( Aplicacion Abierta) a la restriccion
de T sobre T~'(D) , uno obtiene un € > 0 tal que {z € D : ||z|| < e} C T(Bg).
Por el Teorema se puede escoger una sucecion %—ortogonal T1,To,... €N
{z € D : ||z|| < e} que no converge a 0.

Para cada n € N, tomamos y,, € Bg tal que y,, = T'(x,). Luego, la restriccion de
T sobre [{y1, Y2, ...}] es compacto, lo que contradice la implicacion («) = (¢) del

Teorema [2.1.71
O

Como una consecuencia, se puede encontrar una coneccién natural entre el espacio

de los operadores compactos y el producto tensorial.

Teorema 2.2.8. Sean E y F espacios de Banach. Entonces E'&F ~ C(E,F), La
aplicacion bilineal ® de E' x F' en C(E, F') viene dada por (g®0b)(z) = g(x)b, en donde
ge ' be Fyrek.

Demostracion. Sea
S:E x F — C(E,F)
(9,b) — S(g,b) :E — F
z = 5(g,b)(z) = g(z)b

S es una aplicacion bilineal bien definida pues S(g,b) es un operador compacto para
todo g € E' y todo b € F (S(g,b) es un operador de rango finito), ademas se tiene que
1S(g,b)|| = |lg]|||p]]. Como S es continua, induce una Sy € L(E®F,C(E,F)) la cual
satisface ||Sg| = ||S]| = 1 y también Sg(g ® b) = S(g,b), Vg € E' y Vb € F.
Siwe EQF y 0 <t< 1, entonces por OI:ema se tienen una sucesion t-ortogonal
(bi)ien C F'y (gi)ien C E' tal que w = Zgi ® b;.
Existen j € N con ] < lg;lll] ¥ & £ 0 tal aue Jg;()| > g;ll]l, lnego se sigue

que ||Sgw]| > t?||Jw]||. Por lo tanto, ya que 0 < t < 1, se tiene que ||Sgw| = |Jw].
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Luego, Sg es una Isometria. Mostraremos ahora que Sg es sobreyectiva, supongamos

que T € C(E, F). Del Teorema [2.2.7, item (€) , existe una sucesion (a,)nen C Fy

(@ © B tal que 1 anllgnll =0 ¥ T(a) = 3 gn(o)an

Como [|gn ® aul| < llanllllgall , se sigue que lim [lg, ® a,|| = 0 y luego Y gu ® an

n=1
%)

converge. Ahora bien, llamando w := Zgn ® a, , se tiene que Sg(w) =T.

n=1
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Capitulo 3

Espacios de Banach libres

En este capitulo se introducira el concepto de un espacio de Banach libre, ademas
de algunas propiedades sobre dichos espacios. Trabajaremos también la forma que
adopta el espacio de operadores lineales continuos entre espacios de Banach libres,
caracterizaciones para operadores compactos entre estos espacios y operadores que

admiten adjunta en un particular espacio de Banach libre. Véase también [4] y [5].

3.1. Espacios de Banach Libres

Definicién 3.1.1. Sea E un espacio de Banach sobre un campo K. Se dice que E es

un espacio de Banach libre si existe una familia (ej);er C E'\ {0} de manera que todo

x € E puede escribirse de forma dnica como x = ijej (ed, 11H11|$j|||€j|| =0)y
je
jel
]l = sup |z;[[e;1]-
jel
La familia (ej);er es llamada una base ortogonal de E. Si |lej|| = 1, Vj € I, entonces

(€j)jer es llamada una base ortonormal.

Proposicion 3.1.2. Sea E un espacio de Banach libre con base (e;),er. La forma lineal
e;» : F — K definida por < e;-,x >=x; , donde v = E xje; , es continua con norma
jel
| — -1
51l = llesl| =
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3.1. Espacios de Banach Libres

Demostracion. Notemos que para x € E, donde x = E xje;, se tiene:

jeI
| < ef x> | = oyl = |aylllelllle; 17" < llelI™* sup [z le; | < le 1~ {1
j
entonces [[ef]| < [le;]| 7.
<é,r> <€, e; >
Por otro lado, como ||¢}| = sup| L | > (<6 > | = |le;I”", se tiene la
w20 |2 le; ]
igualdad ||ef]| = [le;]| . O

Observacion 3.1.3. Para cualquier ¥’ € E' y x = ijej € FE, se tiene que

jeI
< ax >= Za:j < ',e; >, en otras palabras, ¥’ = Z < a',e; > € es una su-
jel jel
. / | < :L‘I76j > |
ma puntualmente convergente. Ademds, ||x'|| = sup el FEsto lo podemos ver
jel €
como Ssigue:
<t | = |0 <o > | < swplgyll <'ye; >
: jel
jerl
| <2’ ej > |
= sup |z [le; | ———"——
jer le;
<’ e >
< ||| sup I<ale;>]
jer el
<z’ e; >
y entonces ||2'|| < supm
jer  llesll , /
< P> < P>
Ahora bien, ya que¥j € I, ||2| > [<ohei>] , se tiene que ||2']] = supm
el i lesl

Teorema 3.1.4. Si E es un espacio de Banach libre con base ortogonal (e;)jer, entonces
E~ CO([7K7 (HejH)]'GI) Y B~ loo(ja K, (Hjﬂ)iGI)'

Demostracion. Supongamos que F es un espacio de Banach libre con base ortogonal
(e5)jer-

Sea

¢ B — co(L,K, (|lejl])jer)
v=Y wie; = o(x) = (2;)jer

jel
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3.1. Espacios de Banach Libres

¢ estd bien definida pues hIIIl |zj|lej|] = 0 y es lineal. Ademés, se tiene que ||¢(z)|| =
J€
IGedserll = suplelles] = il Tuego se sigue aue 2y co(1,, (e )yer) son isomor-
J€
fos.

Por otro lado, sea

B :E x[*® IK(1> - K
||€JH

(x = Zx]e], (yj)jer) — B(x,y) Zarjyj

jel J€el
B esta bien definida pues
255 = ljlllelysllles | < Jasllles vl
luego, como |[|y|| < ooy h’m |z;]||e;]] = 0, se sigue que h’m:r;jyj = 0.
La aplicacion B es blhneal y ademas |B(z,y)| = \Za:]y]] < sup|x]Hy]| < lz|[lly] ,
jel

por lo tanto es continua.

Para caday € [~ (I K, (IIe ||> ) se define la funcion f, : E — Kpor f,(z) = B(z,y).
i/ jer
La funcion f, es lineal y continua, en efecto, para x € E se tiene |f,(z)| = |B(z,y)| <
lz|[lyll , luego se sigue que ||f,|| < |ly||. Por otro lado, ¥j € I, || f,|| > |f?":|]|)| \}ZZII ,
ast || fyll = [lyll y por lo tanto |[f,[| = [ly]-
Sea
[o¢] 1 /
o 1° [ 1K, S E
HejH jeI
y=oly) = fy
Notemos que la aplicacion ¢ es lineal y ademas |¢(y)| = || f,|| = lly||- Para ver que ¢

es un isomorfismo, falta mostrar que ¢ es sobreyectiva, en efecto:
Sea g € E'. Haciendo z := (g(e;))jer , se tiene que z € [* ([ K, (H |> ) , en efecto,
JelI
l9(e)| _

l9(ej)l < llglllle; |l ¥ Tuego, [z = sup = S < llgll < 400
]
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3.1. Espacios de Banach Libres

Ahora bien, para = = g xje; € I se tiene:
jel

fox) =) zigle) =g (Z a:jej> = g()
jEI jeI
por lo tanto f, = g. De esta forma, se sigue que p(z) = f, = g , y luego, ¢ es

sobreyectiva.

]

Definicién 3.1.5. Sean E y F espacios de Banach libres con bases (e;)jer y (fi)ier
respectivamente. Si ¥’ € E' ey € F, se define el operador 2’ @ y : E — F por
(@ @y)(r) =<2,z >y.

El operador definido anteriormente es lineal, continuo y ademas ||z’ @ y|| = ||2/||||y]|-

Proposicién 3.1.6. Sean E y F espacios de Banach libre con bases (e;)jer y (fi)ieL

respectivamente. Entonces cualquier operador u € L(E,F) se puede escribir como

una unica suma puntualmente convergente u = E alje; ® fi, tal que V5 € I,
gl

, s |||l

lim |ay;||| fi]] = 0. Ademds ||u|| = sup ———

l€L| ]||| || || || il ||€]||

Demostracion. Para w € L(E,F) y para j € I , se tiene u(ej) = ZOéijl, y asi

leL
lllerg |au;]|| fill = 0. Luego, para z = ;l‘j@j € E | se tiene:
J
u(r) = Za:ju(ej) = ZZaljxjfl = ZZ&U <éhr>fi= (Z agie @ fl)(x).
jel jeI leL jel 1eL jil
Por lo tanto u = Z alje; ® f; es una suma puntualmente convergente.
5l
Ademas, [Jul| = sup M = sup sup M. En efecto, [ju]| > M, Vj eI, por
ser el erer el el
otro lado, para todo x € F se tiene:
[[u(e;)]
lu(@) | = 1Y wjule;)|| < sup lag|lule;)]| < sup ===
el jer jeI Heju
y asi, ||Jul| < sup Hzﬁ(e]H)H De esta forma se conluye la igualdad.
Jel €j
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3.1. Espacios de Banach Libres

Ejemplo 3.1.7.

1. El espacio I*° | L x I, K, (M) que consiste de todas las familias
el (1,j)eLxT
dobles A = (uj)ujyerxs € K2 tales que ||Al| = SUPW < 400 , es un
gl €
espacio de Banach con la norma ||A||. En efecto, sea (A(n)),>1 una sucesion de
cauchy en [ | L x I, K, <||fl||> , es decir, Ve > 0, dn. € N tal que
e (Lj)eLxI

Vn,m e N:n,m>n.= ||An) — A(m)|| <e

1) = s mlIAll
gl ||€jH

€

Ayt |on) —ay(m)l14]

les
(ayj(n))n>1 es una sucesidn de cauchy en K | y entonces converge. Digamos que

< e,Vn,m > ng, V(,j) € L x1I, por lo tanto,

lim «ay;(n) = ay; , Y(I,j) € L x I. Luego, Ve > 0, existe un N, € N tal que
n—oo

I <e Y(,j)eLxI.

VneN:n> N, = |a; — ay(n) el
j

Definimos

A:LxI—K

(1,7) = iy = lim_au;(n)

Si escogemos N = max{n., N.}, entonces se sigue que

/1] [1/1]
e e

<e Vm>NV(1j)eLxI

/2l

les ]

< méx{|oy; — agi (V)]

leui(N) — agj(m)

|y — cyj(m)

En particular se tiene

/2l

le; ]

/1] /2]
e les

< mdx{e, [la; (N)[[}  V(l,j) € Lx 1

< mé& {|alj—alj(N)| Joui (V)] } V(l,j) e L x1I

|
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3.1. Espacios de Banach Libres

luego se sigue que ||A] = sup || 7 /2] < 400,
e
Por otro ladO; ||A — alj(m)H = sup |azj — alj( )| ”f ’|’| <eg, Ym > n.. Y entonces
il e

lim [A = ay;(m)[| = 0.

2. El espacio 1% (L x I, K, (H| I‘l

dobles A = (ouj)ajerxs € KX tales que Vi € 1, llir?]alj]HfIH = 0,
S

) ) que consiste de todas las familias
(l,j)eLxI

es un subespacio cerrado de [ (L x I, K, <||le> > , y por lo tanto
(Lj)eLxI

lle; 1]

es un espacio de Banach. FEn efecto, sea A = lim A(n), donde A(n) €

n— o0
[oe.0c Lx[K( ) ,¥neN.
lle; 1l (Lj)eLxI
Sea ¢ >0y j €1 fijo. De la convergencia, existe un n. € N tal que

£
VneN:n>n.—= ||A— An)|. < el
€j
gy [ s IIAN <
leL el le; ]

luego, ¥Vl € L y Vn > n. se tiene que |oy; — oy;(n)||| fill < e . Ademds, para cada
n € N, existe un conjunto finito L.(n) C L de manera que |og;(n)|]|fi]l < e,
Vi e L(n).

Luego, se tiene:

Ju [l < méx{[ e (ne) — )l fill, loas () [ Full Y
< mix{s, lay(n )l fll} VIl

<e Vi e Lé(n,)

lles i

por lo tanto se sigue que A € [°0¢ (L x I, K, (M) )
(Lj)eLxI

Teorema 3.1.8. Sean E y F espacios de Banach libre con bases (e;)jer y (fi)ier
respectivamente. Entonces, la correspondencia que asocia a cualquier u € L(E, F) la

matriz infinita A = (qu;)a enxr con coeficientes en K dados por u () g ay; fi
leL

establece una isometria lineal entre L(E, F) y % | L x I, K, (H H)
llesll ) wjyerxr
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3.1. Espacios de Banach Libres

Demostracion. Sea

® :L(E,F) — 1% | L x I,K, (H H)
;] (L) eLxI

u = Zalje; ® fir ®(u) = (au5) @ j)eLxr
7l

De la Proposicion [3.1.6] se sigue que ® es bien definida. Notemos que [®(u)|| =

| (ouj) @ jyerxt|] = sup ——— Joug I/l = ||lu|| y ademés ® es sobreyectiva. En efecto, sea A =
i el
. ay|[|.f1]
a GZOOOC(LXIK< |> ).Se tiene que ||Al = | I <
( l])(v])ELXI llesll (Lj)eLxI || || ]’l || ]H
+ooy Vj € 1, 11m|oq]|||fl|| = 0, luego definimos para cada j € I, u(e;) Zoqul
IeL
Por otro lado, para x = Z:E]e] € E se tiene que |z;|||u(e;)|| = \a:j|sup|al]|||fl||
jel

| Alllz;||le;ll. Luego, para z € E hacemos u(zr) = Z:Uju(ej) y asi obtenemos una
jel
aplicacion lineal tal que ||u(x)|| < ||A]|||z]]. Se concluye entonces que u es continua con

[ull = Ay ®(u) = A. O

Observacion 3.1.9. El teorema anterior nos proporciona una forma de identificar
los operadores lineales continuos entre espacios de Banach libres como familias dobles
nfinitas. St los espacios tuvieran bases ortogonales numerables, entonces los operadores
lineales continuos entre ellos los podriamos asociar con matrices infinitas donde sus

columnas tienden a 0.

La siguiente proposicion establecera una equivalencia para operadores compactos

entre espacios de Banach libres.

Proposicién 3.1.10. Sean E y F' espacios de Banach libre con bases (e;);er y (fi)ier
respectivamente. Un operador lineal continuo u = Z oqje;- ® fi € L(E, F) es compacto,

|
1 [lesl

e /
Demostracion. Sea u = E aje; ® fi € L(E,F) y supongamos que u es compacto.
gl
Del Teorema [2.2.8] se sigue que u puede escribirse como una tnica suma convergente

j7l

st y solamente si, hm sup

I/l =0
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3.1. Espacios de Banach Libres

u=Y x® ficon i€ F lim [z [[lfll = 0y [Jull = Sup EAlpALE

leL
Para z = g < ej,x > ¢; € E se tiene x)(x E < ej,x > x;(e;) . Luego, x] converge
Jjel jelI

puntualmente a la suma x) = Zx;(ej)e; v ||z} = sup ]xl(ej)|'
2 % el
Se sigue que:

u(z) = Z(xl ® fi)(x Z <xpx > fi= ZZxE(ej) <ej, x> f

leL leL leL jeI
=Y > wile;)e; @ fi)(x)
leL jel
luego, se tiene que zj(e;) = ay;, por lo tanto |lzj|| = sup ||| ]||’ y entonces
jel ||€j
|y

hmsup fill = 0.
e 1l
Supongamos ahora que hmsup| il |fill = 0, mostraremos que podemos escribir

1 [les

u = Zazl ® f;, donde z;" € E' . Notemos que sup o]
leL jerl el

Para | € L , definimos el funcional lineal z;" : [{¢; : j € I}] — K por 7;'(e;) = ;.

Six € [{e;j : j € I}], entonces:

n
E xleh = E JTZ'O{ljZ.
i=1

< méx{|xiHalji] ti=1,...,n}

‘ {|xi|’alji €l .

”eji

o] sup 124!
jer |lejll

Asf, 7, es continua con ||Z;|| < sup —% |
jer llesll

~ ., . ~/
7, puede extenderse de manera unica a su clausura. Concluimos entonces que x;" € E’

=1,..,n}

IN

Como [{e; : j € I}| = E , el funcional lineal

y ademés satisface z;'( Z Tiog = Z <, r > oy
jel jel
Como || /||| f1]] < sup ;’ lj’; | fill , entonces se sigue que llHE |z @ fil| = 0y por lo tanto
] S
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3.2. Espacio de Hilbert Ultramétrico

v o= ZEE/ ® f € E'®F ~ C(E,F) , asi v es compacto y v(z) = Z(fc}' ® fi)(z) =

leL leL

~/Ifl=ZZOélj<€;,I>fl Zalj @ fi)(z) = u(w).

leL leL jeI

3.2. Espacio de Hilbert Ultramétrico

Sea I un conjunto y w = (w;)jer € K! una familia de elementos no nulos de K.

Denotaremos por E,, al espacio:
1 , 1
co (1. (ol ser) = { o = (ashser € K s ol =0

E,, es un espacio de Banach libre con base ortogonal (e;);er, donde e; = (0; ;)icr (Delta

de Kronecker).
Observaciéon 3.2.1.

§ v=(zj)jer € E, & limx?wj = 0.
jerl

1 _1 .
§ llesll = lwilz v llejll = lw;| 72, Vi € L.
Definicién 3.2.2. Se define la aplicacion

(x y) = fw T y ijijj

Jel

Observacion 3.2.3. La aplicacion f,, es bilineal, simétrica y ademds se tiene

Z LjY;W;

jel

|fw($ Yy | -

< Sup |wjij]| = SUP |I]||wj| |?/J||WJ|2 < lz[|[ly]l

por lo tanto es continua.

La aplicacion f,, es no-degenerada, es decir, si f,(x,y) =0, Vy € E,, entonces x = 0.
En efecto, si suponemos que f,(z,y) =0, Yy € E,, entonces en particular para y = e;
se tiene la igualdad. Por lo tanto, como f,(x,e;) = x; , se sigue que v = 0.

El Espacio E,, fue llamado Espacio de Hilbert ultramétrico por Bertin Diarra.
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3.3. Adjunto de un Operador

Observacioén 3.2.4. Un espacio de Banach libre E con base ortogonal (ej);er C E
tiene una estructura de espacio Hilbert ultramétrico si, y solamente si, existe una familia

w = (w))jer C K* tal que |e;|| = \wj|%, Vel

3.3. Adjunto de un Operador

Dado u € L(E,), se define

D) ={y € E, : " € E,, fo(u(z),y) = fu(z,y"),Va € E,}
el cual es un subespacio de FE,. Para cada y € FE, se tiene que y* es tnico,
en efecto, supongamos que para y € FE, fijo existen 2] y 25 en E, tales que
folu(x),y) = fu(z, 2) = fu(z,25) =0, Vo € E,. Por la bilinealidad de f, se sigue que
folz, 25 — 23) =0, Vo € E,, . Luego, como f, es no-degenerada se tiene que 27 = 2.
Ahora bien, si D(u*) = E,, , entonces podemos definir el operador lineal
u B, — E,

*

y—=u(y) =y

que satisface la siguiente relacion

fw(u(x)a y) = fW(wa U*(y))av*l'a y e E,
Proposicién 3.3.1. Sea u € L(E,). Si D(u*) = E,, , entonces u* € L(FE,)
Demostracion. Seau € L(E,)y supongamos que D(u*) = E,,. Se puede definir entonces
el operador lineal u* : E, — E, por u*(y) = y*.
Sea y € B, , luego u*(y) = y* = (y;)jer € B, es tal que:

fo(u(@),y) = fu(z,u*(y))  Vz€E,
Notemos que para cada j € [ se tiene:

yjllwil = 1fules y™)] = [fu(ule;), v)]

< [luCes) Hlyll

< [lullle; [yl
1

= [Julllws | Iyl
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3.3. Adjunto de un Operador

1
por lo tanto [y¥]|w;|2 < |lull[ly-
Asty " ()l = lly" Il = sup [y s < ullly]]- Tuego, se sigue que u* es continua.
Jjel

]

Definiciéon 3.3.2. Dado u € L(E,), se dice que u admite un operador adjunto si existe
v e L(E,) tal que
fW<u($)’y) = fw(Iav(y))vvxay SO

En este caso decimos que v es un adjunto de u.
Observacién 3.3.3.
§ Por la simetria de f,, st v es un adjunto de u, entonces u es un adjunto para v

§ Como f, es no-degenerada, si u admite un adjunto, entonces éste es unico, en

efecto, st v y w son dos adjuntos para el operador u , se tiene

folw.v(y)) = fulz,wly)  Vz,ye€E,

& folo(y),z) = fu(wy),z)  Va,y€E,
& follv—w)(y),z) =0  Vz,y€E,
= (v—-w)(y) =0  VyeE,

=v(y) =wly) Vyek,

Por lo tanto v = w.

Por esta razon, si v es un operador adjunto de u, entonces lo denotamos por u*.

El siguiente teorema nos permitira caracterizar los operadores lineales continuos que

admiten adjunto.

Proposiciéon 3.3.4. Sea u = Zalje; ® e € L(E,). Entonces, u tiene un adjunto
l?j
v =u* € L(E,) si, y solamente si, liIrIl]alewjﬁ =0, ¥Vl € I. En esta condicion,
je
ut = Zw;leozﬂeg X fl.

Ly
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Demostracion. Sean u,v € L(FE,), entonces tenemos las siguientes representaciones

) 1 . 1 .
u = Z&zﬁ;@el LU= Zﬁlje;@)el y ademas lller? |wi|2|ay;] =0 = 1l1€I£1 lwi|2 |81, Vi € 1.

1,7 Lj

Ya que (e;)jer es una base ortogonal de E,,, uno tiene que v es una adjunta de w si, y

solamente si, f,(u(e;),e;) = fu(e,v(ej)), Vi, 7 € I. Esto es

fw(z aper, e;) = fuler, Zﬂkjek),w,j cl

kel kel

es decir
ajwj = Byw, Vi, g € 1.
Por lo tanto se tiene que §;; = Ozﬂijl_l, Vi,j € l.

1 . .
Como llm? lwi2]B;] = 0, Vj € I, entonces tenemos la siguiente
€

igualdad

llinLl\ozlewj|wl|_l|wl|% = |wj]1ll’r?|ajl||wl|_% = 0, Vj € I. Luego, se sigue que u =
S €

Z i€ @ ep € L(E,) admite un adjunto si, y solamente si, 1l1€IIIl ]aﬂ]|wl|’% =0,Vj el
Ly

]

Observacion 3.3.5. Del teorema anterior podemos concluir que no todo operador lineal

continuo sobre E, admite un adjunto. En efecto, basta considerar el operador

u :co(N, K) — ¢o(N, K)

T = (25)jen = u(z) = (Z l’j) e

el cual es claramente lineal y continuo. Notemos que para cada j € N se tiene que

u(e;) = e1, y luego su matriz asociada (cu;) i jyenxy €s tal que

1 sti=1
Oéij = .
0 simno
por lo tanto, se tiene que lim |aq;| = 1.
j—o00

Asi, el operador u definido, no satisface la Proposicion[3.5.4)

Definiciéon 3.3.6. Denotaremos por Lo(E,) al espacio de todos los operadores lineales

continuos sobre E,, que admiten adjunta, es decir:

) 1
Lo(E,) == {u = Zozlje; ®e € L(E,) : lj;érjl|alj||wj|2 =0,Vl € I}

l7j
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3.3. Adjunto de un Operador

Proposicion 3.3.7. Lo(E,) es una subalgebra unitaria cerrada de L(E,). Ademds, si

u,v € Lo(E,) y A € K, entonces:
(i) (u+ Av)* =u*+ Av*
(i) (uov)* =v*ou*
(iii) u™ =u* y [Ju*]] = |Jul
Demostracion. Mostraremos el item (ii) y (iii), ya que (i) es directo de probar.
(17) Sean u = Z alje]®el yu= Z Blje ®e; elementos de Lo(E,, ), es decir, satisfacen:

; 1 ) 1 ,
(1) llleHIl’alewl’? =0= 111€r§1|51j|]wl\2 Viel

(2) gig!oéljfleﬁ Iozgigl\ﬁlewjﬁ viel

Se tiene que wov = Z (Z alkﬁk]) e;. ® e; . Mostraremos que u o v admite

adjunta:

Sea ¢ > 0y [l € I fijo. Del item (2) se sigue que existe J.(I) C I finito, tal que
|alk||wk|_% <€, Vk € Jac(l)

Por otro lado, recordemos que ||u| = supw = sup \alewj]_%\wﬂ y que
gl € '
Byl - lledll 1
foll = sup LN — gup 5 o -
i el i

Por lo tanto:

Z Oéucﬁkj

kel

i 72 = D B+ Z ok Bg | Jwj| 2

keJ- (1) keJe(l

< max Z alkﬁk] |Cd]| 2 Z Oélkﬂk] ‘w]’ 2

keJe(1) keJs(l

. 1

< miéix § mibx ]| Begllws| 7, sup oy Bl lw;| 2
keJe(l) keJe(l)
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3.3. Adjunto de un Operador

, _1 1 _1
:max{max s 1Bl 72, sup Jaus||Bylw; |2 |wr| 2wl 2}
Je(l) keJe(l)

- max{ mi o o] e||v||}
ke JE

p ‘ 1 _1 _1 1 _1
= méx ¢ max fou;{[wy|? [wi] "2 [ Br|w;| 2 w2 w72, e]lv]
keJe(1)

{Huu x| oyl ol lr] muvn}

€Je(l)

Ahora, ya que HIIII |ﬁkj||wj|’% =0,k € J.(I), sesigue que 1111]1 ; ]wj|*% =0,
JE JE

Vi € I. Luego, de la Proposiciéon se sigue que uov € Lo(E,).

Notemos que Vz,y € E,, se tiene:

folwov)(x),y) = fu(v(z), u™(y)) = fulz, v"(u"(z)))

por lo tanto, (uov)* =v*ou* .

(1ii) Sea u = Zalje;- ®e € Ly(E,) y u* = ijwflaﬂe} e .
l,j Lj
Notemos que Vz,y € E, se tiene:

folu(@),y) = folz, u™(y) = fu(u(y),2) = fuly, v () = fu(u™(z),y)

luego, como f,, es no-degenerada, se sigue que u = u**

Por otro lado,

*

o |2
Uyl ] = sup 21

| || = flull.
Ak Pk

La aplicacion Identidad viene dada por I; = Z e;» ® e; y se tiene que

jel
1 sil=y
Q=
0 sil#y
luego, llm;l |alj|]wl|% =0,Vjely hIIIl |oqj|]wj|_% =0,Vl € I.Porlotanto, I; € Lo(E,).
€ J€

O
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3.4. Subespacios Cerrados de £/,

Corolario 3.3.8. FEl operador u = Zalje; ® e € Lo(Ey,) es autoadjunto, es decir,

lL,j
e 4 - .
u=u" si, y solamente si, wjoy = wyoyj, Vj,l € 1.

Demostracion. Es directo de la Proposicion [3.3.4] O

Si asumimos que la familia (w;);es es tal que |w;| = 1, Vj € I. Entonces (e;);er €s

una base ortonormal de FE,,.

Corolario 3.3.9. Sea (w;)jer C K tal que |w;| = 1, Vj € I. Entonces, una familia
doble (ouj)ajyerxr define un elemento de Lo(E,) si, y solamente si, ésta es acotada,

con IIIEIIll|Oqj| =0,Vjely 1jlgl|041j| =0,Vlel.

3.4. Subespacios Cerrados de E/

A continuacién presentaremos unos ejemplos de subespacios cerrados de E! .

Definicién 3.4.1. Sea E, el subespacio de elementos ' = E <a'e > e € E,
Jjel
L <2 e; >
tales que lim % = 0.
el w2

€ Jwyle

L <2 e; >
E, o= {I' S hmM = 0}

Observacion 3.4.2. E/ , es un subespacio cerrado de E!, en efecto, sea ' € E! ,

w?

y ¢ > 0. Eziste una sucesion (z))nen € E.,, tal que xi, — 2’ en norma, es decir,

/ ’<x/’n7€]>’20

I —a'|| = 0. Notemos que cualquiera sea el n € N se tiene lim

€L wyl
Para € > 0 dado, existe un N € N tal que ¥Yn > N : ||z, — 2'|| < € y también un con-
| < x;wej > |

2

gunto finito J.(n) C I de manera que < e ,Vje Jn). Se tiene entonces:

1
|wjl2
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3.4. Subespacios Cerrados de £/,

| <aie; > | | <2 —afy +aly,e; > |
iz s 2
| <’ —aly,e; >+ <aly,e5 > |
- ey 2
<méx{| <m’—x’]\{,ej> |7 | <m§v,elj > |}
a w2 w2

< e, Vje JIN)

/ / /! /!
Luego, x' € E|, y entonces E, , es cerrado en E,.

Observacioén 3.4.3. £, es un espacio de Banach libre con base ortogonal (€})jer. En

efecto, si consideramos ' € B!, ey = E y;e; , entonces:

o'(y) =2/ (Z yjej) = Z ya'(e;) = Z 2'(e;)€(y)

Es decir, @' converge puntualmente a la suma z' = Za:’(ej)e; y ademds se tiene que
jel
||| = sup |2'(e;) [l -
jel
Para z € E, fijo, sea
z7:E, — K

y = 1(y) = fu(z,y)

Notemos que Z es lineal y |z(y)| = |fo(x,y)| < ||z||||y]|, por lo tanto T € E.

La aplicacion = es tal que

i) = sup otZ N _ i U] g =
jer el jer lesll er
Ademaés se tiene ||€;|| = |le;|| = |wj|% y € = wjel, Vj € L.
Podemos definir la aplicacion:
¢:E,— E,
r— o) =1
la cual resulta ser una isometria lineal, pues ||¢(x)|| = ||z|| = ||z]|
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3.4. Subespacios Cerrados de £/,

Definicion 3.4.4. Se define el espacio E’w como el recorrido de la isometria lineal ¢.
E,:={2 € E,:3x € E,, f.(z,y) = 2'(y),Vy € E,}

a cada elemento de E, lo llamaremos un funcional de Riesz y en consecuencia,

llamaremos a E,, el espacio de todos los funcionales de Riesz de E!,.
Observacion 3.4.5. El espacio Ew es 1sometricamente homeomorfo a E,

Observacion 3.4.6. E,, es un subespacio cerrado de E! vy es Banach libre con base

ortogonal (€;)er. En efecto, si consideramos © € E] ey = E yje;, entonces:

Jel
Ty) =20 _yiey) =Y _yidle;) = > ywiwy =Y 1;65(y)
jel jel jel jel
Es decir, © converge puntualmente a la suma T = ijé} y ademds se tiene que

jel
= =S JHIE =5 JHesl-
[Z]| = [|z]| = sup [z;]l[e;]| = sup |z;|[[&]]
Jel jel

Lema 3.4.7. Los subespacios cerrados E,, y £, de E, son iguales.

Demostracion. Sea i € E,,. Entonces § = fo(y,-) para algin y = Z yje; € E,.

JEI
Notar que
News ‘ cTe >
0 = tim [y ooy = tim 193] g Mt ea)l _pe [ <Fre > |
jel jel |W]‘§ Jjerl |w]’§ jel |w]‘§

y luego y € E, .

Por otro lado, sea 2’ € E! , , mostraremos que 2’ € E,, :

. <2 e > .
Como 2/ € E/, se tiene que lim M = 0 . Luego, se sigue que
w,0 : 1 y
’ el w2
2 / 2 2
L <2 e; > ) L <2 e > ) e;
hm‘ €5 > | = (. Ahora bien, como hm’ Sk = lim|< 2/, L >| |w;l ,
jel jwjl el jwi | Jel Wj
podemos definir un z := << x, Z—J >) € E, de manera que:
; .
jel
Ck
folz,ep) =<2/, — >w, =<2/, e >
Wk
cualquiera sea el e;, € (e;);er. Esto muestra que 2’ € E,. O
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3.5. El Espacio Cy(E,)

3.5. El Espacio Cy(E,)

Definiciéon 3.5.1. Sea Cy(E,) el espacio de operadores lineales continuos que admiten

adjunta y son compactos, esto es Co(E,) = Lo(E,) NC(E,).

Lema 3.5.2. Sea (ﬁlj) Lj)eLx1 una familia doble de reales positivos. El hecho que

lim 3, = 0 es equivalente a cualquiera de las siguientes condiciones:
(Lj)eLxI

(i) Vjel, hmﬁl] =0y hmsupﬁl] =0

I er

(ii) Yl € L, hmﬁm =0y hmsupﬂlj =0

]GI
Demostracion. Supongamos que 0 l)mrLl Iﬁl] = 0. Es directo que Vj € I, hm Bi; = 0.
eLx
Sea ¢ > 0 dado. Existe un conjunto finito L. x I. C L x I tal que f; < ¢,
V(l,j) € (Le x I.)°. Notemos que si [ € L¢, entonces f; < 5 , Vj € I. Luego,

3
ZSULpﬁzj < 5 < ¢, Vjy € I. Por otro lado, si [ € L., entonces 3; < 5, Vj € I¢.
6 c

Luego, sup 3;; < 5 < e, Vj € If Por lo tanto se sigue que sup By <e,Vjelf,es
l€Le

decir, hm sup 3; = 0.
€l jer

Supongamos ahora que Vj € I, h’m Bij =0y lim sup Bi; = 0.

Para ¢ > 0 dado, existe un ConJunto finito L (7 ) C L tal que pj; < e, VIl € L&(j) v
ademas existe [, C I finito de manera que sup 8; < e, Vj € I¢.

Sea jg € I, si consideremos el conjunto ﬁnilteoL L.(jo) x I. C L x I , entonces notemos

que:
1. (1,j) € (LS(jo) x 1) = B < e.
2. (1,j) € (Le(jo) X If) = By <e.
3. (1,j) € (Lg(jo) X If) = By < ¢

de lo anterior podemos concluir que ( lim B = 0.
l,j X

La otra equivalencia se puede demostrar de forma analoga, por esta razon la

omitiremos. O

62



3.5. El Espacio Cy(E,)

Teorema 3.5.3. El espacio Cy(E,,) es un ideal bilateral cerrado del algebra unitaria de
Banach Lo(E,). Ademds, Cy(E,,) puede identificarse isometricamente con el producto

tensorial EL,()@EM = Ew@)Ew y es estable por la operacion de adjunta.

Demostracion. Seau = Z Z ayei@e; € Co(E,). Entonces se tiene lfm sup M||el|| =0
» el jer le;ll
jel lel
] 1 , .
v Mmloullws[™ = 0, v € 1. Esto es Hmsup |ag[[eflller] = 0 v Ymoulllel) =0,

viel.

; / _ — .o
Se deduce del Lema|3.5.2|que (ul)lglx[ lauslll€fllle:]l = Oy entonces u = ) )z; IOézjej@eu
,J)ELX

luego se tiene u € EO’J70(§>EM = EUJ@EM.
Es inmediato ver que (e;- ® €)@, )erxr es una base ortogonal de EU’J’()@EM = Nw@)Ew.

Por lo tanto, si (au;)ujyerxr C K es tal que lgm lag;lll€f]le:]] = O, entonces uno puede
J

),

definir, como en la Proposicion |3.1.10} un elemento Z &Ue; ®e; de EL,OQA@Ew el cual
(Lj)eIxI

corresponde a un operador u = Z ozlje;- ® e; que pertenece a Cy(E,). Por lo tanto
(Lj)elxI
uno obtiene la identificacion de Cy(E,) con E:u,()@Ew — FE,QF,,.

Por otro lado, (e; ® 6[)([7]')6[><[ es una base ortogonal para Ew@x\)Ew = E:,;,()@EW‘ Enton-

ces, si (By)a erxr C K es tal que l%’m|,6’lj|||5j|||]el|| = 0, uno puede definir, como en
7]

la Proposicion [3.1.10, un elemento Z Bije; © e en Ew@)Ew que corresponde a un
(Lj)eIxI

operador u = Z Bij€; @ e; que pertenece a Cy(E,).
(1j)eIxT
Para z,y,(,v € E,, se tiene

fo((2@y)(€), v) = fulfulz, Qy,v) = fulz, O fuly, v) = fulfuly, V)z, () = fu((y©)(v), ()

Y ya que f, es simétrica, se puede ver que la adjunta (z ® y)* de T®y es igual a y ® .
Como la operacion de adjunta es lineal y norma-continua, entonces para cualquier

u = Z Bije; ® e € Ew@)Ew = Cy(E,) , uno tiene que u* = Z Bjie; ® e que
(Lj)eIxT (Lj)EIxT
pertenece a Cy(E,).

Recordemos que C(E,) es un ideal bilateral cerrado del algebra de Banach L(E,).
Se sigue entonces que Cy(E,) = Lo(E,) N C(E,) es un ideal bilateral cerrado de
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3.5. El Espacio Cy(E,)

LO(Ew)' ]

Corolario 3.5.4. Sea 2’ € E/, ey € E,, cony # 0. El operador ' @ y admite adjunta

si, y solamente si, ¥’ € E:%O =F,.

Demostracion. Supongamos que z’ € E, ; = E, , entonces existe x € E, tal que 2’ = T.
Por lo tanto 7 ® y es un elemento de E ,QF,, = Co(E,) , con adjunta y ® z.

Sea ' € E! escrito como una suma puntualmente convergente z’ = Z)\je;- e
jeI
Yy = Zylel € E,. Entonces el operador compacto ' ® y puede escribirse como una
lel
suma puntualmente convergente =’ ® y = Z )\jyle; ® ey.
Lj
Supongamos que ' ® y admite adjunta, es decir, ljl/g[lp\ijlej'r%, VI € I. Ademas,

s
como x' ® y es compacto, se tiene que lim sup M = 0. Luego, del Lema|3.5.2|se
el jer el

sigue que

) Aillwllled] _ - :

0 = limsup ———— = lim Aillles]]-

jel le? ||€]|| jel ||y||| J||| ]H
Pero ||y|| # 0; por lo tanto hHIl [Ajllle ]l = 0. Esto muestra que 2’ € E, .

JE ’
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Capitulo 4

Un Producto Interno en Cy(FE,,)

En el siguiente capitulo consideraremos al espacio £, cuando la familia w = (w;)er
es tal que w; = 1g , Vj € I. Definiremos un producto interno en Cy(E,) el cual es

no-degenerado e induce la norma de operadores.

4.1. Producto Interior

Definicién 4.1.1. Sea E un espacio vectorial sobre K. Se define el producto interior o
producto interno no-arquimediano como una aplicacion <,>: ExX E — K que satisface

las siguientes propiedades:

(i) © 40 =<z,2 >#0

(ii)) <axr+by,z>=a<x,z>+b<y,z>Vr,yz€ X ,h Va,beK
(iii) | <zy>P<|<maz>||<yy>|Vr,yeFE

La condicion (7ii) se conoce como desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Si < z,y >=< y,x >, Vr,y € F , decimos que < -,- > es un producto interior

simétrico.

Observacion 4.1.2. Nos referiremos al par (E, < -,- >) como un espacio con producto

mterior no-arquimediano o un espacio con producto interno no-arquimediano.
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4.1. Producto Interior

En adelante, nos referiremos a un producto interior no-arquimediano simplemente

por producto interno.

Teorema 4.1.3. Sea E un espacio vectorial sobre K. Un producto interno < -, >

imduce una norma no-arquimediana. De la siguiente forma:
el =1 <> |2

Demostracion. Sea p € K\ {0} y x € E '\ {0}. Notemos que por la desigualdad de

Cauchy-Schwarz se tiene

lpz|? = | < p, px > | = |p <z, pz > | = |ul| <z, pe > | < [ul|]|]|p]

luego, se sigue que [|pz| < [ullz]].

Utilizando el hecho anterior, podemos hacer

=3

y asi, |ull|z] < ||px||. Por lo tanto se sigue la igualdad ||pz|| = |ul||z]|.

1
< = ]
L

Mostraremos ahora la desigualdad triangular fuerte. Supongamos que |z + y|| # 0.
Notemos que
letyl*=l<ztyrty>|=|<zaty>+<yaty>]
<miéx{|<z,z+y>||<y,z+y>|}

Por otro lado, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que | < z,z +y > | <

lzlllz +yll vy [ <y,x+y>]<|ylllz +yll. Luego, se sigue que
Iz +yll* < llo +yllmax{|l], I}

por lo tanto, ||z + y|| < méx{||z|, ||y[}.
]

Definicion 4.1.4. Un campo F se dice formalmente real si para cualquier subconjunto

finito {aq,...,a,} de F tal que Za? =0, se tiene que a; =0,Vj =1,...,n
j=1
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4.1. Producto Interior

De la definicion anterior podemos deducir que R es formalmente real, sin embargo el
campo de los nimeros complejos C no lo es. Para campos no-arquimedianos, el campo

Levi-Civita(ver [I4]) es formalmente real y tanto Q, como C, no lo son.

Lema 4.1.5. El campo residual de K es formalmente real (ver Definicion|1.1.11)) si, y

solamente si, para cada subconjunto finito {\1,...,\,} de K se tiene
2

>N

j=1

Demostracion. Supongamos que el campo residual de K es formalmente real. Sea
n

{A1, .., An} € K un conjunto finito, mostraremos que Z )\?
j=1

Definimos ||A|| := max {|\;|} e [ :={j € {1,...,n} : |\;| = ||Al|}. Luego, se tiene:

1<5<

= max{|\}], ..., |\2|}

= max{[A]],... [\]}-

(1) jeI=[N=I[A

(2) jeI*= [N <Al
Ahora, supongamos que |[A|| = 1. Por lo tanto, si j € I, entonces |\;| = 1y \; # 0.
Luego, como el campo residual de K es formalmente real, se tiene que

2N =2 N#0

jel jeI

-1
jer
Por otro lado, como |);| < 1 para j € I, se tiene:

PR 2N

jele jel

y por lo tanto,

<1=

De esta forma, se sigue

DN = NN = N == IAP
Jj=1 jer jele jel
Ahora, si ||A|| # 0y |[|A]| # 1, entonces escogemos un p € K tal que |u| = ||A|| v

aplicamos el procedimiento anterior al conjunto finito {u= Ay, ..., u 7'\, } C K.
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4.1. Producto Interior

Reciprocamente, supongamos ahora que para cada conjunto finito {Aq,..., A\, } C K se

tiene que

= max{|AY, ... AL}

n

2
>N
Jj=1
Mostraremos que el campo residual de K es formalmente real, es decir, para cada

subconjunto finito {1, ..., A\, } C Bx /By , se tiene: Z)\_JQ =0=)\,=0,Vj=1,..,n.
j=1

En efecto, sea {\, ..., \,} C Bx/Bg un conjunto finito y supongamos que Z)Tf =0.
j=1

Notemos que

3P EDIED IR
j=1 j=1 j=1
luego, se tiene que i )\]2 <1

Ahora, como

|)\§| < méx{])\j|2}: <1

1<j<n

Y
j=1

se sigue que |\;| < 1,Vj=1,..,n. Porlotanto \; =0,Vj=1,...,n.

O

Teorema 4.1.6. La aplicacion f,, es un producto interno sobre E,, si, y solamente si, el
campo residual de K es formalmente real. Ademds se tiene |f,(x,x)| = |z||%, Vz € E,,

donde ||z||o = sup |z;| es la norma original en E,,.
jel

Demostracion. Supongamos que el campo residual de K es formalmente real. Como

lfo(z,y)] < ||z]|lllyllc » Para ver que f, es un producto interno, bastaria mostrar

2
que Vz € E,, |f.(x,z)| = ||z||% . En efecto, sean z € E, \ {0} y e = % Como

lim x? = 0, entonces para este ¢ dado, existe un conjunto finito I. C I de manera que
jel

2 .
lz;]? < ng‘” , Vi el

Notemos que:

2
T
. S| < suplay 2 < 1 e
jele Jele
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4.1. Producto Interior

(2). > a3

Jel:

el item (2) se sigue del Lema . Luego, se tiene:

2| _ 2 20 _ g« 2
2w =2 g+ ) o) = mixy | o]

jel jele jelg j€l:

— A |2 — 2
— mix o * = o2

| fol, )| = = [lz%

E 2 —
’ l'] -

Jelg

2
2.

Jele

donde la tercera igualdad se concluye de los incisos (1) y (2).
Supongamos ahora que f, es un producto interno que induce la norma original en E_,.
Mostraremos que el campo residual de K es formalmente real:
Sea {\1, A, ..., \,} C K. Para ji, ..., j, € I definimos
xj, =N sii=1,...n

(3

x:
z; =0 sino

Notemos que x € E,, y asi:

2 2 2 , 2 , 2
AT+ N = Sl ) = 1) 2l = méxd |z]} = mdx {|Aj]}

X 1<j<n
Jel

luego, por el Lema [4.1.5| se sigue que el campo residual de K es formalmente real.

]

Observacion 4.1.7. El teorema anterior nos dice que cuando f, es un producto
mterno, induce la norma original de E,, con la cual éste espacio es completo. Es decir,

el espacio E,, es Banach con la norma inducida por el producto interno.
En adelante supondremos que el campo residual de K es formalmente real.

Lema 4.1.8. Sean z,y € E,. Se tiene

|[fol, ) + oy, y)| = méx{|fu(z, )], [y, y)}
Demostracion. ver en [9], pagina 8. O

Corolario 4.1.9. Sean x4, ...,z, € E,. Se tiene

wa(l"j»l’j) = max {|f. (75, z;)[}

1<j<n
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4.1. Producto Interior

Demostracion. El Lema es el caso para n = 2. Supongamos que se satisface la

igualdad para n — 1, es decir, se tiene

wa(:cj,xj)

Mostraremos la igualdad para n elementos. Notemos que:

= méax {|fo(z;, z;)|}

1<j<n—1

n—1
- wa(xj>xj) + fw(xmx")

j=1

(25, ;)

n—1
> fulwg,x))
j=1

Si # | fu(xn, x,)| , entonces

wa(:cj,x]-)

Z fw(xjv SL’]') + fw(xm xn)

n—1
= max
j=1

> fulwg,x))

:max{ maX {|fw(x]7xj)|} | fuo (@, Ta) [}

) |fw(xmxn)|}

1<j<n
= s {1 )}
Luego, se satisface la igualdad.
n—1
Ahora, supongamos que Z folzj, z;)| = | fulxn, x,)| , es decir,
j=1
()| = o {fulirg )l = g {12} = [ Folon,0)] =

Il

Para cada ¢; = >0,conj=1,..,n, existe un conjunto finito I. (j) C I tal

112
que |z;(i)]* < @, Vi € I (j). Por lo tanto se tiene

(1) Z z;(i)| < sup {|z;(0)"} <

i€l ()

(2) Z wj(i)| = méx {\x()|}=|!xj!!2

IE(
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4.1. Producto Interior

Y entonces se sigue que

o fulwz) | = D20 + o+ Y 2 (0)
j=1 i€l i€l
= Y 2+ D 2O |+ D dO++ D k()
i€le, (1) i€l (n) ieIgl(l) iclg, (n)

Pero, como

PBREAC ESE W ()} NGRS S () S ()

iele, (1) i€Ie, (n) iele (1) i€It, (n)

2 2
ST

< méax{||z [, .., [lzal*}

oA+ D ) || =méx{|la ] 2}

il (1) i€l (n)

se sigue que

7 fulajm)| = D2t + .+ Y a(i)
j=1 iel iel
= Y 2 +.+ D 2O |+ D O+ + D k()
il (1) i€l., (n) i€l (1) i€lg, (n)
= > #dO)++ > 22)
i€l (1) i€y, (n)
= méx{||z1]%, .., ||z ]*}
= méx {| fu(z;,25)[}
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4.2. Operador Adjunto en E,

4.2. Operador Adjunto en E,
Recordemos que para u € L(E,), se define

D(u*) ={y € B, : 3y" € E,, fu(u(z),y) = fu(z,y"), Yz € E,}

el cual es un subespacio de E,,. Para cada y € E,, y* es Gnico.

Si D(u*) = E,, , podemos definir el operador lineal
u* B, — FE,

*

y—u(y) =y
que satisface la siguiente relacion
fUJ(U(l‘),y) = fW($aU*(y))7V$ay € E,

Ademas

lu* (I = 1 fou (), w ()] = [ folule ), 9)] < lula™ @)y < e @)y
por lo tanto u* € L(E,).

Observacion 4.2.1. En el capitulo 3, Teorema(3.3.4], se mostrd una caracterizacion de
los operadores lineales continuos sobre E,, que admiten adjunta. La siguiente proposicion

nos otorgard una nueva equivalencia para este tipo de operadores.

Proposiciéon 4.2.2. Sea u € L(E,). El operador u € Lo(E,) si, y solamente si,
\V/y € E, s Hmfw(u(ek’)ay) =0
kel

Demostracion. Supongamos que u admite adjunta u*, es decir, u € Ly(E, ). Entonces

se tiene que f,(u(z),y) = fo(z,u*(y)),Vo,y € E,. En particular f,(u(ex),y) =
folex,u*(y)) , Vk € I, Vy € E,,. Asi, para y € E,, dado, se tiene:

foluler),y) = fuler, v (y) = fuler, v") = i

L 1f — lim |y*| = 0.
uego, klglfw(U(ek),y)l k}g}lykl 0

Por otro lado, supongamos que Vy € E,, , 1leIl foluler),y) =0.Seay € E,, , si hacemos
€
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4.3. Operadores Compactos en Ly(FE,)

2z = fu(uleg),y) , entonces z := (z) € E, , de esta forma, para cada x = Z xje; € B,

jel
se tiene:
folu(z),y) = Zxkfw(u(ek)7y) = Zﬂﬁkzk = fu(z,2)
kel kel
luego, y € D(u*), por lo tanto D(u*) = E,,. Lo que implica que u € Lo(E,). O

Observacion 4.2.3. Podemos reescribir al espacio Lo(E,) de la siguiente forma
Lo(Ew) = {u € L(E,) : lim fo (u(er), y) = 0,Vy € EL}
Proposicion 4.2.4. Ly(E,) es un subespacio cerrado de L(E,)
Demostracion. Sea u € m, luego existe (un)nen € Lo(E,,) de manera que u,, — u
en norma. Debemos probar que Yy € F,,
ln | . (u(er), )| = 0

Sea e > 0ey € E,\ {0} . Para éste ¢ > 0 existe N € N tal que Yn > N,

ﬁ kel
Y
Por otro lado, para el y dado, existe I. C I finito tal que |f,(un(ex),y)| < e, Vk € I¢.

[un(en) = uler)|| < flun —ull <

Luego,
| fuouler), y)| = | fululer) — un(ex) + un(er),y)l
= |fu(u(er) —un(ex),y) + folun(ex), y)]
< méx{|f,(u(er) — un(ex), y)|. | fu(un(er), y)I}
< méx{||u(er) — un(er) [yl | fo(un(er), y)I}
<eVk el
Luego, lklgll |fu(u(ex),y)| = 0. Por lo tanto u € Lo(E,).

4.3. Operadores Compactos en Ly(FE,)

Con anterioridad hemos visto que un operador u = Zalje; ®e € L(E,) es

l?j
compacto si, y solamente si, lim sup |ay;| = 0.
el
Jel
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4.3. Operadores Compactos en Ly(FE,)

La siguiente proposicion nos entrega una caracterizacion de los operadores que admiten

adjunta y que son compactos, es decir, de los operadores que pertenecen a Cy(FE,,).
Proposicion 4.3.1. Un operador u € Cy(E,,) si, y solamente si, hIIIl |lu(e;)|| =0
JE

Demostracion. Sea u € L(E,) y supongamos que 11r1;1||u(e])|| = 0. Notemos que
je

cualquiera sea el y € E,,, se tiene

|fu(ule;), y) < [lules) 1yl

Por lo tanto se tiene que HHII | fu(u(e;),y)] =0, y entonces u admite adjunta.
Je

Ademas, [Ju(e;)|| = || ZaljelH = sup |ay;l||es|| = sup |ay;| , por lo tanto lim sup |ay;| = 0
el lel lel JEL jer

y lllnll lay;) =0, Vj € I. Entonces por el Lema [3.5.2] se sigue que u € Cy(E,).
S

Por otro lado, supongamos que u = Z oqje; ® e € Cy(E,). Se tiene entonces:
l’j

Wil =0

(2) lim|oyi| =0,Vlel
jEI
Por el Lema [3.5.2] es equivalente a decir que u satisface
1) Ii 1 =0
(17) lim Sup |

(2%) 1li€I§l|Oélj| =0,Vjel

Y como |lu(e;)|| = sup|ay;| , se sigue de (1’) que hrrIl |u(e;)|| = 0.
lel VIS

O

Observacion 4.3.2. Con la proposicion anterior podemos denotar al espacio Cy(E,)

de la forma siguiente

Co(E) = {u € L(E,) - 1im Ju(e;)|| = 0}
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4.4. Producto Interno en Cy(FE,)

Sea
F, :Co(E,) x Cy(E,) — K
(u,0) = Fu(u,v) =Y fulule;), v(e;))

jel
La aplicacion F,, esta bien definida pues como u,v € Cy(E,) vy se tiene la desigualdad
| fu(ule;), vieg))] < [lule;)]l[[v(e;)l

entonces hIIIl | fu(u(e;),v(e;))] = 0. Ademas, de la bilinealidad y simetria de f,,, se sigue
j€

que F;, es bilineal y simétrica.
Teorema 4.4.1. F,, es un producto interno sobre Cy(FE,)

Demostracion. Los item (i) y (i7) de la Definicion se obtienen de forma directa.

Enseguida mostraremos que se satisface la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

2
Sean u € Cy(E,) \ {0} y ¢ = ||U2|| , analizaremos primeramente F,(u,u). Como
lig}\fw(u(ej),u(ej))\ =0y |fulule)),ule;))| = |lu(e;)|?, existe I. C I finito tal que
J

|u(e;)||* < e, Vj € I¢. Notemos que

> fulules) uley))] < sup{| fulules), ule)))[}

jele jelIe
[Jul?

- 2
< JJulf?

— m4 312
= max{fJu(e;)["}

= méx{ | fo,(ule;), ule;))l}

J

> Fulule), ule)))

JEle
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4.4. Producto Interno en Cy(E,)

Donde la dltima igualdad se sigue del Corolario [£.1.9] Y entonces se tiene

| Foo(u, u)| = wa(U(ej),U(ej))‘

jeI

= D" fulule),ule) + 3 fulule;), ule;))

jel. jele

Iy fw<u<ej>,u<ej>>‘

J€l:

= méx{ | fu(ule;), ule;))[}

J

= max{| f(u(e;), ule;))|}

jel
— i AIE
= max{]ju(e;)["}
= [lull?

Por otro lado, para u,v € Cy(FE,,) se tiene :

2

[Folu,0)[* = | fulules), v(e;))

< sup | fu(u(e;), v(e;))

jeI

< s;tely{HU(ej)H2Hv(€j)\|2}

< lull*lv]?

= [Fo(u, w)[|Fu (v, )]

Luego, F,, es un producto interno sobre Cy(E,,).

Proposicion 4.4.2. F,, es un producto interno no degenerado

Demostracion. Supongamos que F,(u,v) = 0 , Yo € Cy(E,). En particular para
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4.4. Producto Interno en Cy(E,)

By := ¢ ® e; que pertenece a Cy(F,), pues hm || Bij(er)|| = 0. Luego, se tiene que

0= F,(u, Byj) wa u(er), Bij(er))

kel
= fu(u(e;), er)
= qy;
Por lo tanto se concluye que u =0

]

Observacion 4.4.3. Del Teorema se deduce que la norma inducida por el
producto interno F,, coincide con la norma original de operadores en Cy(E,,), esto es,

|F(u,u)|2 = |[ul] , para u € Co(E,).
Observacion 4.4.4. Para a € E,, se puede definir la aplicacion
M, E,— E,

x = M, ( E a;x;e;

Jjel

Observacion 4.4.5. M, € Cy(E,) pues se tiene que hm |M.(e;)]| =0

Teorema 4.4.6. E, es isométricamente homeomorfo a un subespacio cerrado de
Co(E,). Atdn mds, la restriccion del producto interno de Co(E,) en este subespacio

cerrado coincide con el producto interno definido en E,,.

Demostracion. Por la Observacion [£.4.5] se puede definir el operador
) IEW — Co(Ew>
a— @(a) =M,

notemos que para A € Ky a,b € E,, se tiene:
go(a—l— )\b) = Ma—f—)vb = Ma + M)vb = Ma + A Mb = gD(CL) + A gD(b)

luego, el operador ¢ es lineal. Ademaés, para x = Z zje; € B, , se tiene:
jeI

[ Mo ()

= supl%llagl < [l llall

E ::E]a]ej

jel
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4.4. Producto Interno en Cy(E,)

yentonces | M, < o Pero 3@ = |5 ades | = suplas e = suplas* =l
jel
Asi, se sigue que ||[M,|| = ||a]| , luego ¢ es una isometria. Por lo tanto, el subespacio

{M, : a € E,} es cerrado en Cy(E,).
Por otro lado, sean a = Z aje; y b= Z bje; elementos de E,,. Entonces
jEI jEI
Fo(Ma, My) =Y~ fulMa(es), My(e) = > ajb; = fu(a,b)

Jel Jel

[]

En el anéalisis clasico, la importancia de los espacios de Hilbert y de sus algebras
de operadores acotados juegan un rol fundamental en Mateméatica y Fisica. Este es el
motivo que ha llevado a muchos investigadores tratar de extender el concepto de espa-
cio de Hilbert sobre campos valuados no-arquimedianos. Uno de los primeros intentos
por definir un producto interno no-arquimediano fue hecho por G.K. Kalisch en [7].
Bertin Diarra defini6 el espacio de Hilbert ultramétrico E,, , considerando una especie
de producto interno que llamé f,,. Dos de los més recientes trabajos acerca de espacios
de Hilbert no-arquimedianos fueron realizados por L. Narici y E. Beckenstein en [9]
y J. Aguayo y M. Nova en [I]. En estos trabajos se define un producto interno no-
arquimediano (ver Definicion , el cual, en cierta medida se asemeja a la definicion
del caso clasico.

Los resultados que se han expuestos particularmente en este capitulo, son generalizacio-
nes directas del trabajo realizado por J. Aguayo y M. Nova en [I]. tales generalizaciones
se encuentran en las Proposiciones y , como en los Teoremas y

Las proyecciones que se observan a futuro de este trabajo son, por ejemplo, el estudio
de algebras de Banach de operadores, la teoria espectral, la transformacion de Gelfand,
isometrias isomorfas con espacios de funciones continuas y medidas vectoriales. Ade-
més, bajo ciertas propiedades de los campos con valuaciéon no-arquimedeana, como por

ejemplo campos ordenados, se podria desarrollar una teoria de operadores positivos.
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