Universidad de Concepcién
Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas
Licenciatura en Matemética

El Problema de la Medida:
Un acercamiento via algebras Booleanas.

Tesina Licenciatura en Matematica

NICANOR CARRASCO VARGAS
2018

Profesor Guia: Carlos Martinez Ranero
Departamento de Matematica,

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcién



Indice general

1 Introduccién

2 Preliminares

2.1 Notaciébn . . . ... ... ...

2.2 Ordenes y ordinales . . . . .

2.3 Cardinales y cardinalidad . .

2.4 Algebras Booleanas . . . . . .
3 Medida

3.1 Los resultados clasicos . . . .

3.2 Medidas y Algebras booleanas

Bibliografia

24
24
35

48



1 Introduccion

En este documento hacemos un acercamiento al problema de la medida. La cuestiéon surge
de la tesis doctoral de Henri Lebesgue, en la cual él desarrolla una teoria sistematica,
ya digerida e internalizada a la matematica. Pese al poder de la teoria que desarrolla, la
medida de Lebesgue satisface las propiedades requeridas sobre un subconjunto propio de
P(R), es decir, no funciona bien para medir todos los subconjuntos de numeros reales.
Frente a esto lo natural es intentar arreglarlo, buscar una extensién de tal medida o
alguna otra que si se pueda definir sobre todo P(IR). Vitali demuestra en 1905 que bajo
el axioma de eleccién no puede definirse una medida invariante bajo traslaciones sobre
todos los subconjuntos de numeros reales, aumentando las dudas que ya habian en ese
entonces sobre dicho axioma.

Frente a esto, Banach (1930) replantea el problema para algtin cardinal cualquiera, re-
emplazando la invarianza traslacional por una condicién mas débil. Este es el clasico
problema de la medida. En 1930 ven la luz resultados Ulam y Tarski que demuestran
que si para algun cardinal existe una medida como la plantea Banach, entonces deben
existir cardinales inaccesibles, es decir, tan grandes que usando los axiomas de ZFC, no
puede existir una demostracién de su existencia. Ademads, se relaciona la posibilidad de
una extension de la medida de Lebesgue con la hipétesis del continuo.

En 1963, Paul Cohen construye un modelo, un pequefio mundo que satisface todos los
axiomas de ZFC, pero donde fallaba la Hipotesis del Continuo, a saber, la afirmacién
de que el cardinal infinito inmediatamente después del numerable era el de R o P(IN).
Kurt Goédel ya habia construido en 1940 un modelo de ZFC que satisfacia la Hipétesis del
Continuo, la conclusién es que tal hipétesis es independiente de los axiomas de ZFC, es
decir, estos axiomas no la demuestran ni refutan. Los temas se conectan via el siguiente
resultado de Ulam:

Si N; = 2% entonces no existe una extensiénde la medida de Lebesgue sobre P(R), ni
siquiera abandonando la condicién de ser invariante bajo traslaciones ( ver 3.2).

Por otro lado, utilizando el metodo de forcing que inventé o descubrié Cohen en su
demostracién, Solovay construy6 en 1970 (ver [6]) un modelo de la teoria de conjuntos
en el cual todos los subconjuntos de los numeros reales son Lebesgue medibles. Como
vemos, el problema de la medida ha sido un creador importante de preguntas en teoria
de conjuntos y légica.

En este documento, en 3.1 seguimos bien de cerca los resultadaos de Ulam y Tarski (1930)
para visualizar un posible acercamiento al problema mediante dlgebras booleanas. En
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3.2 realizamos este acercamiento, desarrollando en paralelo los resultados de algebras
booleanas necesarios.



2 Preliminares

Este capitulo, ademas de fijar algunas notaciones, contiene la mayoria de los preliminares
necesarios del documento, para hacerlo relativamente autocontenido. Probablemente un
lector con un conocimiento basico de ordinales, cardinales, y algebras booleanas desearia
saltarse o atravesarlo de manera superficial.

2.1. Notacioén

Denotaremos *( al conjunto de funciones de « en 3. Usaremos la exponenciacién a la
derecha o para ordinales y cardinales. Usaremos a lo largo de todo el documento la
notaciéon N, para cardinales. Cuando tengamos un conjunto indexado por un cardinal,
probablemente ocuparemos letras como i, 7,1 para los subindices. Denotareoms P(X) al
conjunto potencia de X.

Usaremos la abreviacién ZFC para los axiomas de Zermelo-Fraenkel, incuido el axioma
de eleccién, y ZF para los axiomas sin eleccion.

Siguiendo a [2], usaremos V, A para las operaciones en el algebra booleana.

2.2. Ordenes y ordinales

2.2.1. Ordenes

Damos las definiciones importantes, se puede encontrar una construcciéon detallada en

[5] o [1].

Definicion 2.1. Una relacion binaria < en un conjunto X se dice un orden parcial si
satisface:

» (irreflexividad) Para cada v € X, v £ x.
» (transitividad) Para cada z,y,z € X, si x < y,y < z entonces < z.

Decimos que (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Un orden lineal es un orden
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parcial que también es total, es decir, para cada x,y € X
r<yox=yoy<czx.

Definicién 2.2. Dado un conjunto parcialmente ordenado (X, <), decimos que X estd
bien ordenado si cada subconjunto Y C X no vacio tiene un elemento minimo para <,
es decir, unm €Y tal que para caday €Y, o bienm =y om < y.

Se muestra que un buen orden es también un orden lineal. Por ejemplo, los ordenes
usuales de IN, Z, Q, R son ordenes lineales. Solo el orden en IN es un buen orden.

Definicién 2.3. Dados dos conjuntos (X1,<1) (X2, <2) parcialmente ordenados, un
morfismo de orden de (X1,<1) en (X2,<2) es una funcion f : X1 — Xy tal que para
cada a,b € X3

a<1b— f(a) <2 f(b).

Un isomorfismo de orden entre X1 y Xo es un morfismo de orden cuya inversa es un
morfismo de ordne. En tal caso diremos que X1 y Xo son isomorfos.

Por supuesto, se muestra que los isomorfismos de orden dan una relacién de equivalencia.

Ejemplo 2.1. Dados dos conjuntos (X1,<1), (X2, <2) bien ordenados, podemos definir
un orden < sobre la union disjunta (X1 x {0}) U (X2 x {1}) por (a,i) < (b,j) si ocurre
una de las siguientes.
i=0,j=1
i=j=0,a<1b
i=7=1,a<2b

FEste es un buen orden sobre (X1 x {0}) U (X2 x {1}), y lo podemos denotar por <1 + <s.
Por ejemplo, tomando IN con el orden usual < apretando los puntos en la pdgina de y
ordenandolos de menor a mayor de izquerda a derecha, se veria algo asi

Si tomamos un singleton {a} (que como conjunto estd bien ordenado por la relacion
vacia &) se veria asi.

Entonces el orden suma que construimos sobre IN x {0}) U {a} x {1} tendria a a como
mayor elemento.
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Ejemplo 2.2. Dados (X1,<1), (X2,<2) buenos ordenes, podemos definir el orden lexi-
cogrdfico sobre el producto X1 x Xo por (x1,y1) < (z2,y2) cuando

T < T9

T = 22,Y1 < Y2.

Este es un buen orden, y lo denotaremos por <1 X <o

Sea (A, <) un buen orden. El segmento inicial de a € A es el conjunto de sus predecesores
pred(a) ={be A:b<a}

Proposicién 2.1. Si (X, <), (Y, <y) son buenos ordenes, entonces ocurre sélo una de
las siguientes.

» (X, <z) esisomorfo a un segmento inicial propio de (Y, <y)
» (Y, <) esisomorfo a un segmento inicial propio de (X, <z)
» (X, <z) v (Y, <y) son isomorfos.
Los ordinales seran representantes de cada clase de conjuntos bien ordenados, médulo

isomorfismos de orden (para hacer el cociente médulo isomorfismos de orden, tendriamos
que cocientar sobre la clase de todos los conjuntos, que no es un conjunto.)

2.2.2. Ordinales

Definicion 2.4. Un conjunto z se dice transitivo si para cada y € z se tiene y C z.
Definicién 2.5. Un ordinal z es un conjunto tramsitivo z bien ordenado por €.
La idea de hacer esto es poder tomar un ordinal, cuyos elementos seran ordinales mas

pequenos, y el orden entre ellos < serd €. El caso natural de esto es la construccién de
los naturales de ZF:

c0={}=2

1= 0U{0} = {2}
2 = 10{1} = {0,1} = {&, {z}}
3=20{2}={0,1,} = {o,{9},{9,{o}}}
4=3U{3}={0,1,2,3} = ...
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= 5=40U{4}=1{0,1,2,3,4} = ...
= 6=5U{5}=1{0,1,2,3,4,5} = ...

entonces 6 € N satisface por ejemplo 3<6, 3 € 6, y de hecho 6 = {a € N : a < 6}.
Denotaremos w al ordinal que contiene a todos los naturales (de esta construccion), que
claro, es el infinito contable. Claramente corresponde a IN pero visto sblo segin sus
propiedades de orden. Ahora viene la parte un tanto mas técnica.

Proposicion 2.2. Si « es un ordinal entonces
1. El menor elemento de a es & y lo denotamos por 0.

2. Cada A\ € a es un ordinal, y corresponde a su mismo segmento inicial: A = {x €
a:x <A}

3. ada

Ademds entre ordinales, los isomorfismos de orden son igualdades, es decir, si o es
isomorfo a [, entonces a = (3.

Proposicién 2.3. » Sia es un ordinal, entonces a U{a} es un ordinal.

= 57 tenemos un conjunto de ordinales C, entonces su union
UC:{a:aEC,CEC}

es un ordinal. Ademds, se muestra que es el menor ordinal mayor a todos ellos, es
decir, es el supremo del conjunto respecto al orden entre ordinales.

Por ejemplo, 6 es un ordinal, y 6 U{6} = 7 es otro ordinal. Por otro lado, si tomamos el
conjunto de ordinales w = {0,1,2,...}, su unién

Uw:w

(Notar que a cada uno le desaparece un corchete, y queda el mismo conjunto, algo asi
como cuando uno deriva la serie de la exponencial) es otro ordinal. Este ordinal no es el
sucesor de ningin otro ordinal, es el primer ordinal limite.

Definicién 2.6. s Un ordinal B es un ordinal sucesor si es el sucesor de otro ordinal,
es decir, existe un « tal que

p=aUfa}

= Un ordinal B es un ordinal limite si no es un ordinal sucesor. En este caso, lo
podemos escribir como la union de un conjunto de ordinales mas pequernios, usando

f={a:a<b}
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Nos gustaria decir que el conjunto de ordinales estd bien ordenado, pero como es una
clase que no es un conjunto. Lo diremos asi:

Proposicion 2.4. La clase de ordinales ON estd bien ordenada por €, es decir, todo
conjunto no vacio de ordinales tiene un minimo. Luego el orden es lineal, si o, 5 son
ordinales, a =b, a €b, 0 b € a.

Como consecuencia de lo anterior, si tenemos un conjunto de ordinales, necesariamente
existe un ordinal minimo en élI.

Proposicién 2.5. Cada conjunto bien ordenado (X, <) es isomorfo a un (inico) or-
dinal.

Proposicién 2.6. Cada buen orden (X,<;) es isomorfo a un ordinal (a, €) con el
orden dado por la pertenencia.

En este caso, llamaremos a («, €) « el tipo de orden de (X, <,), y lo denotaremos por
ord(X,<,)

2.2.3. Aritmética ordinal

Si tenemos ordinales «, 3, definimos
» a+ [ es el tipo de orden de ((a x {0}) U (B8 x {1}),€ + €).

» a x [ es el tipo de orden de (a x 8,€ x €).

Ejemplo 2.3. Si dibujamos a w y al ordinal 1 como antes:

Entonces la suma w + 1 corresponde a poner, ordenar 1 después de w. Por otro lado,
1+ w corresponde a poner w después de 1

Claramente no son ordenes isomorfos, el primero tiene un elemento mdzrimo y el seqgundo
es isomorfo a w, es decir, la suma de ordinales no es conmutativa. Con la multiplicacion
la situacion es similar, el ordinal 2 se ve asi:
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Entonces el ordinal producto 2 X w corresponde a poner w veces el ordinal 2 de izquerda
a derecha, mientras que w X 2 corresponde a poner 2 veces el ordinal w:

Se muestra que estas operaciones si son asociativas.

Luego podemos extender las definiciones dadas.

Definicién 2.7. Sea \ un ordinal, y {7;}i<x una sucesion de A\ ordinales. Sea A el
conjunto
i<

Definimos el buen orden (a1, 1) < (a2, B2) por
a1 < ag 0 bien a1 = as y f1 < Bo.

Claramente este es el buen orden obtenido al poner cada v; atrds del siguiente. Entonces

definimos
> i = ord(A).
<A

Por ejemplo,

di=A

<A
Definicion 2.8. Definimos la exponenciacion de ordinales por recursion.
=1

o =af x a

ol = Sup,\<5{oz)‘} cuando B es un ordinal limite

Esta satisface
P = (aﬂ)"f
Pt =abf .o

Por ejemplo,
25 =32
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(pero como ordinales).

Como nada nos detiene haciendo operaciones (pues un conjunto de ordinales siempre
tiene un supremo, y es un ordinal) podemos, por ejemplo, también tomar

e L e
w® = sup{w,w”,w* ,w* ...}

y este sigue siendo un ordinal.

2.2.4. Induccién transfinita

Como la clase de ordinales estd bien ordenada[5, Pégina 43|, para cada férmula con una
variable libre ¢ (), si 1 (a) se satisface para algtin ordinal, debe existir un menor ordinal

e tal que 1 (e).
Como consecuencia, si tenemos una férmula ¢ que depende de un ordinal, tal que

1. Se satisface

$(2).
2. Para cada ordinal «,

¢(i) para cada i < «
implica ¢(a).

Entonces ¢ se satisface para cada ordinal.

Demostracion. Si no, podemos tomar el conjunto de ordinales que no satisfacen ¢, y
como es no vacio, tiene un menor elemento. La segunda condiciéon implica que este
menor elemento si satisface ¢. O

2.3. Cardinales y cardinalidad

2.3.1. Definiciones y cardinalidad

Los cardinales son ordinales, médulo su cardinalidad.

Definicion 2.9. Dos conjuntos se dicen equipotentes si hay una biyeccion entre ellos.

En analogia a las clases de conjuntos médulo su tipo de orden, los cardinales serian sus
clases, médulo equinumerosidad. Como antes, no nos complicamos con lo de las clases
tomando un representante natural de cada una, un cardinal .
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Definiciéon 2.10. Un cardinal o es un ordinal tal que no existe un ordinal 8 < « con
el que sea equinumeroso.

Si tenemos un ordinal «, su cardinalidad, denotada por |a| es el menor ordinal equinu-
meroso a «. (Notar que hace sentido pues los ordinales estan bien ordenados).

Por ejemplo, el ordinal w es un cardinal, pues cualquier ordinal menor es finito y por
ende no equinumeroso. Si tomamos w5, 1 + w, 2w, la cardinalidad de cualquiera de ellos
es w. Un ordinal finito también es un cardinal.

Si tenemos un conjunto cualquiera X, denotamos su cardinalidad por |X|, mientras
exista. Si tenemos el axioma de eleccion, la cardinalidad de cualquier conjunto existe. De
hecho, la afirmaciéon de que cada conjunto tenga cardinalidad es equivalente al teorema
del buen orden.

Proposiciéon 2.7. Un conjunto X tiene cardinalidad si y sélo si puede bien ordenarse.

Demostracion. Siun conjunto X tiene una cardinalidad, entonces hay una biyecciéon con
un cardinal «, que es también un ordinal. Con esta biyeccién, pasamos el buen orden
de a a X. Por otro lado, si tenemos un conjunto X con un buen orden, luego existe un
ordinal o con el mismo tipo de orden, es decir, hay un isomorfismo del orden obtenido
(X,<) a (a,€). Entonces el cardinal de X es |a| (el cardinal de un ordinal siempre
existe). O

2.3.2. Aritmética cardinal

Definicién 2.11. Definimos la aritmética cardinal:

« a+B=lax{0}UBx{1}|
caxB=laxp

- o/ = |0l

Aqui, los infinitos grandes absorben a los pequenios, y se demuestra que cuando «, 3 son
infinitos,
axf=a+f=max(a,p).
Ademas, para o < 3, [5, pagina 65]
of =2,

Si «, 8 son ordinales infinitos, entonces (las operaciones de la izquerda son en la aritmé-
tica ordinal)
la+ B = lal+ 3]
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o x B| = |af x ||
|| = max(|al, |8]) # |a].

La notacion es claramente ambigua, pero en la practica no se producen confusiones asi
que no definimos otra.

Denotamos a w = Ng como el primer cardinal infinito, el 0-ésimo. Como los cardinales son
ordinales, también estan bien ordenados. Luego, podemos tomar minimos de conjuntos.
Por ejemplo, si tenemos el cardinal ¥, debe existir el menor elemento de

{a € ON : |a| > N }.

Este es el menor cardinal mayor a ¥y, o su cardinal sucesor, que podemos denotar por
Ng . La afirmacién (para la exponenciaciéon de cardinales)

Ry = 2%,

es la hipotesis del continuo, planteada por Cantor en 1878. Kurt Goédel demostré que es
consistente con ZFC, y Paul Cohen que su negaciéon también es consistente con ZFC. Es
decir, no se puede probar ni refutar de los axiomas de ZFC.

Pese a eso, este tiene un sucesor Ng = Ny, el minimo del conjunto anterior, el 1-ésimo
cardinal infinito, y asi sucesivamente.

Definicion 2.12. Definimos

[ ] NO = W

» N1 =R =min{a € ON : |a| > N;}, para i + 1 un ordinal sucesor.

s Ny = sup{; :i < A}, para \ un ordinal limite.!
Esta construccion es vélida usando el axioma de elecciéon. Sin él, todo funciona, pero
demostrar que cada cardinal tiene un sucesor se vuelve bastante mas técnico (este re-

sultado es de Hartogs, puede mirarse en [5, pagina 54]). En fin, para cada ordinal «,
tenemos N, el a-ésimo cardinal.

2.3.3. Cofinalidad, regularidad, singularidad

Definicién 2.13. Una sucesion creciente {~;}i<x de elementos de un cardinal k se dice
cofinal si es no acotada, es decir, para cada o € K existe un y; > «.

1 .. . . . .
Notar que a priori, este supremo sobre un conjunto de cardinales es un ordinal, y no sabemos si es un
cardinal, pero se prueba sin dificultad.
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Es inmediato que ([1, pagina 88]):

Lema 2.1. La sucesion {7;}i<x es cofinal en k si y solo si

Uit =+

<A

La cofinalidad de k, cof(k), es el menor cardinal que indexa una sucesién no acotada en
k. Un cardinal k se dice regular si cof (k) = k, en otro caso se dice singular. Por ejemplo,
Ny es un cardinal regular, se prueba también que cada cardinal sucesor es un cardinal
regular. Por otro lado, se prueba que para cada cardinal limite

cof(Ry) = a.

Es decir, un cardinal limite regular debe ser enorme, pues lo anterior significa que en tal
caso
cof(Ry) =R, = a.

Definiciéon 2.14. Un cardinal debilmente inaccesible es un cardinal k no numerable,
reqular, y tal que para cada N < k, AT < k. Un cardinal fuertemente inaccesible (o
inaccesible) es un cardinal k no numerable, regular, y tal que para cada X < k, 2* < k.

Claramente, un cardinal fuertemente inaccesible es debilmente inaccesible.

2.3.4. Inaccesibilidad

Los cardinales inaccesibles se llaman asi porque en ZFC no se puede demostrar que
existen. Si se pudiera, produciriamos un modelo ZFC dentro de ZFC, y eso significaria
que ZFC demuestra su consistencia. Mas formalmente, se define la jerarquia de Zermelo
por recursién transfinitas:
R(0) =@
R(a+1) = P(R(a))
R(y) = |J R(«) para ~ limite

a<ly

Como deciamos, si v es un cardinal inaccesible, R(7) satisface todos los axiomas de ZFC,
es un pequeno ZFC dentro de ZFC, algo como un subuniverso. Quiza podemos imaginar
esto como un fractal:
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Claramente nada nos dice que esto no ocurra, sélo que los axiomas de ZFC no pueden
probar que hay tales cosas.

2.4. Algebras Booleanas

Presentamos aqui las definiciones y resultados bésicos sobre algebras booleanas que
necesitaremos. Seguiremos principalmente a [2], aunque tomaremos algunas definiciones

de [3].

2.4.1. Definiciones

Definicién 2.15. Un algebra booleana (B,V,A,—,0,1) es un conjunto B con dos ope-
raciones binarias V, N\ que llamaremos suma y producto, una operacion unaria — que
llamaremos complementacion, y dos elementos 0,1 € B, que llamaremos cero, uno, y
que satisfacen para cada a,b,c € B

1. avb=bVa,aNb=bAa

2. aV(bVve)=(aVb) Ve, an(bAc)=(aAb)Ac

3. an(bVe)=(anb)V(anc),aV(bAc)=(aVD)A(aVc)

4. aV0=a,aNl=a

5.aV(—a)=1,aA(-a)=0
Cuando sea necesario, explicitaremos la notacién a (B,Vp, A, —p,0p5,15), y cuando
no haya peligro de confusion la relajaremos.

De los axiomas se desprenden identidades bien conocidas que se demuestran usando los
axiomas, tales como aVa =a,aNa=a,aV0=a,a N1l =1, etc. Por ejemplo:

a=aV0=aV(aAN—a)=(aVa)A(aV—a)=(aVa)\Nl=aVa.
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Se demuestran sin dificultad las leyes de De Morgan:
—(aVvb) =—-an-=b
—(aAb) =—aV —b.

Llamaremos a dos elementos a,b disjuntos cuando a Ab = 0. Las operaciones de un
algebra booleana inducen un orden parcial:

Definicién 2.16. En un algebra booleana (B,V, A, —,0,1), definimos el orden a < b por
aVb=hb.

Notamos que este efectivamente es un orden parcial, a < a pues aVa = a; a < by
b <cllevan a aVe=aV (bVe) = (aVb)Ve = bVe = ¢ y claramente a = a Vb,
aVb=bllevan a a = b. Teniendo un orden parcial, este deviene supremos e infimos, y
se demuestra que sup{a,b} = a Vb, inf{a,b} = a Ab.

Ejemplo 2.4. Un ejemplo natural de dlgebra booleana es el conjunto de partes de un
conjunto con las operaciones usuales (P(X),U,N,¢, @, X)?. Aqui, el orden dado por las
operaciones corresponde a la inclusion C.

Definicion 2.17. Denotaremos
a—b=aA(-b)

Conviene pensar en la diferencia de conjuntos. Debemos tener cuidado, pues esta ope-
racion ya no conmuta con las otras.
Con esta notacion, se muestra que a < b si y solo sia—b =0,

Definicién 2.18. Sean B; = (B;, Vi, N\i, —i, 04, 1;) dlgebras booleanas indexadas por i <
A, A un ordinal. Definimos el dlgebra producto [T,y Bi = (ITi<\ Bi, Vs A, —,0,1) como
el dlgebra cuyos elementos viven en el producto [[; B;, las operaciones estdn definidas
componente a componente, el cero es el vector de ceros, y el uno es el vector de unos:

1 =1L

0 = I1L;<x0;
ITicna; VITicnby = Iica(ai V ;)
IT;cna; ANTTicpb; = Ticna; Aq by

—ILicna; = Ilicy —a;.

Esta construccién se detalla en [2, pagina 232].
Cuando hagamos el producto de un algebra consigo misma, usaremos la notaciéon expo-
nencial:

Ejemplo 2.5. Por ejemplo, para cada cardinal X, al tomar el algebra producto {0,1}7,
esta es isomorfa a P(X).

2Claramente nos referimos al complemento en X: A= X — A.
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2.4.2. Morfismos

Definicién 2.19. Sean (A,Va,Aa, —4,0q,14), (B,VB,AB,—B,08,15) algebras boolea-
nas. Un morfismo de algebras booleanas es una funcion f : A — B que respeta las
operaciones y constantes, es decir:

f(la) =18

f(04) =08
flavab) = f(a) vs f(b)
flanab) = f(a) AB f(b)

Un isomorfismo de algebras booleanas es un morfismo biyectivo.

Proposicién 2.8. Sea f : A — B una funcion de A en B. Entonces la funcion f~1 :
P(B) — P(A), definida por

FFUY)={a€A: fla)eY},YCB

es un morfismo entre las algebras booleanas de subconjuntos (P(A),U,N,°, 3, A), y
(P(B),u,n.¢, @, B).> En particular, cuando f es biyectiva, f (y f~') induce un iso-
morfismo de algebras booleanas.

Demostracion. Sea f : A — B. Sabemos que la preimagen de conjuntos respeta las
operaciones de cojuntos, asi que es inmediato:

|
—_
s
~—
I
BN
—
@
—_—
—
Q.
@
(<]
&
(oW
o
o
—
0]
[¢)
=n
=
o
o
o
o
—_
@
&
=
&
~—

2.4.3. ldeales, filtros, cocientes

En un algebra booleana, tenemos dos conceptos duales: filtros e ideales. Podemos ima-
ginar un filtro como un conjunto de conjuntos grandes, y un ideal como un conjunto de
conjuntos pequenos.

3En otras palabras, hay un funtor contravariante de la categoria de conjuntos y funciones a la categoria
de algebras booleanas de partes y morfismos de algebras booleanas.
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Definicion 2.20. Un filtro es un subconjunto F' de un algebra booleana B tal que
= 0ZF, 1€F
m SiAc F,BeF, entonces ANB€F
m SiAc F,AC B, entonces B € F
Un ideal es un subconjunto I de un algebra booleana B tal que
= 0el, 11
m SiAc F,BeF, entonces AVB e F

= SiBel,AC B, entonces A e[

Si tenemos un ideal I, este induce su filtro dual como {1 —a : a € I}, y si tenemos un
filtro F, este induce su ideal dual como {1 —a : a € F'}. Cuando tengamos un conjunto
X, cometiendo un abuso de lenguaje llamaremos un filtro(ideal) en X a un filtro(ideal)
con la definicién anterior, en el algebra booleana P(X).

Los ideales determinan el algebra cociente, cuya construcciéon se detalla en [2, Capitulo
17].

Para un ideal I de un algebra B, definimos la relacién de equivalencia a ~ b cuando
existe x € I tal que
alN—x=bA—uzx,

0 equivalentemente
(a—b)V(b—a)el.

Entonces definimos el algebra cociente B/ I como el conjunto de clases
[a] ={beB:a~b}

con las operaciones
la] Vg1 [b] = [a VB D]

[a] A/ [b] = [a /B b]

—p/1la] = [-Bd]
y constantes
Op/r = [0B]
1, = [1B].

Como es de esperar, para cada ideal de B tenemos un morfismo natural sobreyectivo
entre el dlgebra B y su dlgebra cociente B/, dado por

7:B—=B/I,m(a) = [a].
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Ejemplo 2.6. Consideremos el algebra de subconjuntos P(X), y un singleton {a}, a €
X. Entonces el conjunto

I={zCX:aduz}
es un ideal, al cual llamaremos el ideal trivial¥, o principal inducido por {a}. Sea ahora
el morfismo de algebras booleanas f: P(X) — {0,1} dado por
f(z)=1siac€ux,

f(x)=0siadx.
Llamaremos a este el morfismo trivial inducido por {a}. Es claro que el kernel de es-
te morfismo es el ideal I. Andlogamente, si hacemos el cociente de dlgebras booleanas
P(X)/I obtenemos {0/1,1/1}, isomorfa a {0,1}. Es fdcil ver que si un singleton no
estd en un ideal, entonces necesariamente este es el ideal trivial generado por ese single-
ton. Andlogamente para morfismos. Un ideal I es no trivial, cuando cada singleton {a}

estd en el. Un morfismo f es no trivial, cuando su kernel es no trivial, es decir, para
cada singleton {a}, f({a}) = 0.

2.4.4. Completos

Llamaremos a un algebra B k-completa cuando para cualquier subconjunto S C B de
cardinalidad v < &, el supremo® y el infimo

sup(.S)
inf(S)

existan, y en este caso denotaremos

\/ S = sup(9)

NS =inf(S).

Cuando S sea una familia indexada {x;};<, adoptamos las notaciones usuales

\ zi =\/ S = sup(9)

1<y
N\ i = I1S = inf(5).
1<y
Decimos que un algebra es completa cuando es k-completa para cualquier k. Gracias a

las leyes de De Morgan, para ver que un algebra es k-completa basta verificarlo para la
suma, o para el producto.

4Notar que la funcién que manda todo a 0 no es un morfismo pues por definicién debe mandar alguien
a 1. El que manda los subconjuntos propios a 0 y 15 a 1 tampoco es un morfismo.
5por supuesto, respecto al orden parcial que inducen las operaciones del algebra
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Ejemplo 2.7. El dlgebra de subconjuntos P(X) siempre es completa.

Decimos que un ideal I de un algebra B k-completa es k-completo cuando para cualquier
conjunto {z;};<, de elementos en el ideal de cardinal v < &, se tenga

\/:BZ'EI.

1<y
Un ideal se dice completo cuando es xk-completo para cada cardinal .

Ejemplo 2.8. Un ideal trivial es completo. Cualquier ideal es Ng-completo.

En un algebra k-completa, son validas las leyes de De Morgan para < k elementos. [2,
Lema 1, Capitulo 8]. Si tomamos A\ < k elementos {a;};<» en B, entonces

~Va=A-a

<A i<
— /\ a; — \/ —aQ;
i< i<
También se satisface

bA \/ a; = \/ bAa;
<A <A

bv /\ a; = \/ bV a;.
i< <A

Definiciéon 2.21. Sea f : A — B un morfismo de algebras, con A, B, k-completas.
Diremos que f es k-completo® si, al tomar {ai}icy v < k, elementos del algebra, f
respeta el supremo de ellos, es decir

F\V ai) =V fla).

1<y 1<y

Por las leyes de De Morgan, esto es equivalente a pedir que f respete el producto de
elementos.

Ejemplo 2.9. Un morfismo trivial es completo. Cualquier morfismo es Ng-completo.

2.4.5. Atomos

Definicion 2.22. Un dtomo en un algebra B es un elemento a € B no nulo tal que no
hay nada mas pequeno que €l ademds del cero, es decir, x < a implica x = a o x = 0.

6En la literatura se suele definir completo, sin definir antes k-completo. Veremos que esta diferencia
serd necesaria en el problema que nos interesa.
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Los 4tomos se comportan como los singletons en el algebra de partes. De hecho, en P(X)
el conjunto de dtomos es exactamente el conjunto de singletons.

Definicién 2.23. Un subconjunto D de un algebra booleana se dice denso si para cada
a en B, existe d € D tal que d < a.

Por ejemplo, en un algebra de partes P(X), el conjunto de atomos es denso. Diremos
que un algebra es atdmica si el conjunto de atomos es denso en ella.

En general, un algebra siempre es isomorfa a un subalgebra (que no hemos definido)
de un algebra de partes, este es el teorema de representacién de Stone, ver [2, Teorema
17, capitulo 22]. Cuando tengamos suficientes atomos, el algebra si serd isomorfa a un
algebra de partes.

Proposicion 2.9. Un dlgebra booleana completa es atomica con conjunto de dtomos D
si y solo si es isomorfa al algebra de partes P(D). [2, capitulo 7, pagina 123, corolario

3]

Ejemplo 2.10. Un dlgebra finita con dotmos ay,...,a, es isomorfa a P({ai,...,an}).
Luego, las algebras finitas de misma cardinalidad son isomorfas.

2.4.6. Saturacion

Definicién 2.24. 7 Una anticadena de largo v es un conjunto de v elementos {@iticy
tal que

xj ANx; =0 para i # j.

Un algebra B se dice v-saturada si no existen anticadenas de largo . Un dlgebra B se
dice de saturacion v si~y es el menor cardinal para el cual B es y-saturada.®

Definicién 2.25. Sea v un cardinal. Un ideal I en un dlgebra se dice y-saturado si no
existen v elementos que no estdn en el ideal, disjuntos dos a dos, y se dice de saturacion
v siy es el menor cardinal para el cual I es y-saturado.

Si el ideal es lo suficientemente completo, las dos definiciones coinciden.

Proposicion 2.10. Un ideal k-completo I de un algebra B es v-saturado, para v < k si
y sdlo si el algebra cociente B/ I es v-saturada, y es de saturacion v cuando el algebra
B/1I tiene saturacion ~y.

"Tomada de [3, pagina 84]

8Esta definicién tiene sentido gracias a que los cardinales estan bien ordenados. Estamos tomando el
menor cardinal de los que satisfacen cierta condicién. Adaptamos esta definicién de [3], que define
s6lo saturacién infinita, pero nos interesan los casos finitos.
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Demostracion. Basta probar que hay una correspondencia entre anticadenas de largo -y
en el algebra B/I, y familias de - elementos disjuntos que no estan en el ideal B. Sea
w: B — B/I la proyeccién al cociente.

» Sean a; ¢ I, con i < 7, disjuntos dos a dos. Entonces 7(a;) # 0 pues si no a;
estarfa en I. Ademds, 7(a;) A7 (aj) = n(a; Aa;) = w(0) =0/1.

= Sean a;/I, con i < ~ elementos del cociente, una anticadena de B/I. 9 Entonces
cada a; # 0 pues si no a;/I = 0/I. A priori, los a; no tienen que ser disjuntos,
pero lo arreglamos definiendo para cada ordinal j < ~

b() = Qo
bj = a; — \/ bi.
1<j

e Estos son claramente disjuntos. Para 8 < « ordinales, b, < an — bg. Luego

ba/\bgg(aa—bg)/\bgzo.

e Para ver que cada b; ¢ I, hacemos la siguiente observacién:. a; /I ANb; /I =0/1
es equivalente a a; A a; € I. Ademas, notar que \/,_; a; = \/,; b;. Ahora por
contradiccion, si un b; estd en I, entonces también a; A b;:

aj/\bj :aj/\(aj—\/ai) :aj/\aj—\/aj/\aiel
i<j 1<j
Por otro lado, como el ideal es k& completo, y cada a; Aa; € 1,7 < j, la suma
\/ a; N\ a;
1<j
debe estar en el ideal. Sumando ambos terminos obtenemos
aj/\(aj—\/ai) :aj/\aj—\/aj/\ai\/\/aj/\ai:aj\/\/aj/\aiEI
i<j i<y i<j i<j

Como el tltimo termino es > a;, eso implica a; € I, y ahi la contradiccion.

O]

Pese a que una anticadena no necesariamente es un conjunto de dtomos, para algebras
finitas tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.11. Si un algebra booleana B es de saturacion finita n + 1, entonces
es un dlgebra atomica. De hecho, es isomorfa al dlgebra booleana de subconjuntos de un
conjunto de n elementos P({a1,...,a,}). 1?

9Notar que ya elegimos un a; de cada clase, usamos eleccién.

10Caso simpatico: el dlgebra de saturacién 2 es isomorfa al algebra de partes de un singleton: el conjunto
que lo tiene y el que no.
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Lema 2.2. Si en un dlgebra booleana B,a € B no es un dtomo, entonces existen b, c
tales que bAc=0ybVc=a

Demostracion. Sia no es un atomo, existe b € B tal que 0 < b < a. Definimos ¢ = a A —b.
Entonces bVe=1AbVaA—-b= (aVI)A(bV—-b) =aAl=a,ybAc=bA(aN-D) <
bA—=b=0. O

Demostracion de la proposicion. Basta probar que tiene n dtomos y son densos en el
conjunto. Si es de saturacién n + 1, tiene una n-anticadena cy, ..., c,.

= Todos son atomos, si por ejemplo ¢; no lo es, entonces ¢; = aVb, con a Ab = 0.
Entonces a, b, ca, ..., c, es una n+1-anticadena. Basta ver que aA¢; = 0,71 # 1,y
para b es andlogo. Como a < ¢1, y ¢1 A ¢, i # 1, concluimos.

= El conjunto de atomos cy,...,c, es denso. Si no lo fuese, habria un a que no es
un 4dtomo ni tiene un dtomo < a (habria una n+1- anticadena). Entonces este a
produciria una anticadena, podriamos partirlo en 2 todas las veces que queramos:

a=aiVb

a1 = as V by

as = ag V bs

Nos aseguramos que efectivamente son disjuntos: Si tomamos b;, b; con ¢ < j,
entonces por construccion b; < a;, y a; V b; = 0 también por construccién. Esto
basta Al tomar los primeros n + 1 b;, obtenemos una anticadena, y esto es una
contradiccion.

Para notar que es completa, simplemente observamos que es finita. El supremo de
todos los dtomos \/;.,, ¢; debe ser 1. Si no, su complemento no nulo debe ser un
atomo o ser > un atomo, pero los tomamos todos. Lueg, como son atomos, cada
b € B se debe escribir como una combinacién de ellos:

b=bA1=bA\/ci=\bAc

<n <n

Por ser atomos, cada b A ¢; es o bien ¢; o 0, asi que hay finitas posibilidades, 2" de
hecho.

O



3 Medida

3.1. Los resultados clasicos

3.1.1. El problema de la medida

El problema de la medida se remonta a la tesis doctoral de Henri Lebesgue (1902). Aqui,
desarrolla su teoria de la medida que a estas alturas forma parte del curriculo estandar
en matemdtica. Su objetivo es averiguar si existe una funcién m : P(R) — R U {co} tal
que

1. m no es idénticamente nula

2. m es invariante por traslaciones, es decir, para A C R,y r € R, m(A) = m({a+r:

a€ A})

3. m respeta la unién disjunta de numerables conjuntos, es decir si A;,i < Ny son
disjuntos, entonces m((_JA;) = > m(A;).
‘ i

)

Lebesgue construye una medida que funciona bastante bien, la medida de Lebesgue, pero
el conjunto sobre el cual satisface (1)-(3) es un subconjunto propio de P(R). En efecto,
Vitali demuestra (1905) que bajo el axioma de eleccién, ninguna medida que satisfaga
esas condiciones puede definirse sobre P(RR).

Frente a esto, una opcién es desconfiar el axioma de eleccién (que por ese entonces estaba
completamente bajo la lupa), o al menos debilitarlo. En esa linea Solovay (1970) mostrd
que la existencia de una medida sobre todo P(IR) es consistente con ZF y el axioma de
eleccién numerable!.

El otro camino posible es debilitar las condiciones que definen una medida. Podemos
quitar la condicién (2), y en este caso hay soluciones triviales. Por ejemplo, para un
singleton {a}, podemos definir para cada conjunto A,

m(A) =0siag A
m(A) =1siac€ A

ISolovay tuvo que suponer la existencia de un cardinal inaccesible, pero después resulté que se podia
demostrar sin esa hipétesis
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Aqui entra Banach, quien reemplazé invariancia bajo traslaciones por la condiciéon m({a}) =
0, que precisamente evita las soluciones triviales. Ademas se normaliza el problema al
reemplazar R>o U {oo} por [0, 1], y se toma un conjunto arbitrario S en vez de R. La
pregunta queda: habrd una funcién m : P(S) — [0, 1] que cumpla:

1. (9)=0,m(S)=1
2. m({a}) =0

3. si Aj,i < Ng son disjuntos, entonces m(| J4;) =Y m(4;).

7

Tal funcién es lo que Banach llama una medida en S. Como dijimos, teniendo el axioma
de eleccién, no puede haber una extensién de la medida de Lebesgue (u otra) que siga
siendo invariante bajo traslaciones. Quitando la invarianza traslacional, nos preguntamos
entonces si existe para P(IR) o conjunto de otra cardinalidad. Como las dlgebras de partes
de dos conjuntos del mismo cardinal son isomorfas, la cuestién es si para algin cardinal
k puede existir una medida. Notar por ejemplo, que la pregunta tiene sentido solo para
un cardinal £ > N;. En el caso Ny, el conjunto entero Ny deberia tener medida 1, pese
a que se escribe como unién numerable de singletons, necesariamente disjuntos, y de
medida nula. En esta direccion estan los resultados de Stanislaw Ulam y Alfred Tarski
sobre cardinales inaccesibles, que revisamos a continuacién.

3.1.2. Medidas real valuadas

La definicién moderna que seguiremos? es

Definicién 3.1. Una medida real valuada, o medida no trivial X, -aditiva® probabilistica
sobre un cardinal K es una funcién p: P(k) — [0,1] que satisface

1 (@) = 0,u(X) =1

2. p({a}) =0
3. si A C B, entonces u(A) < u(B),

4. si A;, i < Vg son disjuntos, entonces pu( U A;) = Z w(A;).
i< i<Ro
Diremos que una medida real valuada sobre k es y-aditiva si ademds para cada A < 7,

respeta la union de A conjuntos disjuntos:

= si Aj,i <, son disjuntos, entonces (| ) Ai) =Y pu(4;).
<A <A

20Obtenida de [3]
3Esto es lo mismo que o-aditiva, pero lo escribimos asi por ser mas sugerente.
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Por supuesto, para esto necesitamos definir una suma sobre un conjunto arbitrario de
indices, y es analogo a definir una serie numerable:

Zasi = sup{z x; : I subconjunto finito de A}.
i< i€l

La definicién de medida real valuada es equivalente a la de Banach, podemos ver que p
respeta inclusién escribiendo la unién disjunta B = AU (B'\ A).

Como se ve en el siguiente resultado, el hecho que podamos tener a lo mas Xy conjuntos
disjuntos de medida no nula queda capturado por el concepto de saturacion.

Proposicion 3.1. Sea p una medida real valuada sobre un caridnal k. Entonces el
conjunto de los subconjuntos de k de medida nula

I={Ae€P(k):ulAd) =0}

es un ideal no trivial, Nq-completo, Ny-saturado. Ademds, para v > Ng, I es y-completo
st y solo st u es y-aditiva.

Demostracion. = Vemos que es un ideal:
(@) =0,u(k) =1
u(B) = 0 implica que para A C B, u(A4) <0 =0.

Si A,B tienen medida 0, por inclusién p(A — B) = 0, y como tenemos una unién
disjunta (AU B) = u((A\B)UB) = u(A) + p(A—B) =0+0=0.

El ideal es no trivial pues u(a) = 0.

» Para ver que es Rj-completo, tomamos {X;};<, conjuntos en el ideal, es decir, de
medida nula, y los convertimos en conjuntos disjuntos dos a dos definiendo:

Yo = Xo
YzZXz‘—UXj
j<i

de modo que unen lo mismo, J;,, ¥; = U, Xi, pero son disjuntos. Es claro que
para cada X;, Y; C X;, asi que la inclusion (J;,, Yi € U, <., Xi es inmediata. Para
la otra, tomamos z € |J,.,, X;. Tomamos [ como el primer indice tal que x € Xj.
Como x no esta en los anteriores, es claro que

ze X\ JX;.
j<l
Son disjuntos pues para i < j, Y se obtiene sacandole a un conjunto una unién que

contiene a X;, el cual contiene a Y;. Por inclusién, pu(X;) = 0 implica u(Y;) =0, y

ego 1(Usey X) = 1(Uscy Y1) = S 1Y) = 31,0 = 0, asi que la unién de
los X; esté en el ideal.
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= Para notar que el ideal es Nj-saturado, tomamos W una familia de conjuntos
disjuntos de medida no nula, y tomemos para n fijo , W,, C W la familia de
conjuntos en W de medida > 1/n. Deben ser finitos, pues la suma de sus medidas
debe ser < 1. Luego,
w=Jw,
<w

y siendo unién numerable de conjuntos finitos, W es a lo més numerable.

= Mostremos ahora que si el ideal I de conjuntos de medida nula para p es ~-
completo, entonces p es ~y-aditiva. Tomemos A < v y sean A;, i < A conjuntos
disjuntos. Por el resultado recién probado sobre saturacién, hay a lo mas numera-
bles de ellos de medida no nula. Suponemos que son los primeros, es decir, para
i > N, u(A;) = 0. Entonces podemos separar la unién de A conjuntos entre los de
medida no nula y de medida nula (usamos que p respeta la unién de 2 conjuntos

disjuntos)
p(UJA)=n(J 4)+uC U A).

<A 1<Ng Vo <i<A

Entonces el primer sumando es la medida de la unién de X disjuntos, y el segundo
es la medida de un conjunto que estéd en el ideal (A < ), es decir, es 0. Como la
suma de un conjunto arbitrario de ceros es cero, tenemos

p(UJ A) =D w(A)+ D0 wl(A) =D u(A).

<A 1<Ng No<i<A i<

Para ver que si u es y-aditiva, entonces el ideal I es y-completo, la demostracién
es exactamente la misma, reemplazando Ry por un cardinal A < ~.

Solo falta ver que si la medida es y-aditiva, el ideal serd «y-completo. Siendo ho-
nestos, la demostraciéon es la misma que acabamos de hacer para ver que es Ni-
completo, pero reemplazando Ry por un A < . Como decir eso sin escribirla puede
ser riesgoso, lo hacemos.

Tomamos {X; }i<x conjuntos en el ideal, es decir, de medida nula, y los convertimos
en disjuntos definiendo:

Yo = Xo
Yo =X\ U X!
j<i

de modo que unen lo mismo, J;.y Y: = ;- Xi, pero son disjuntos. Es claro que
para cada X;, Y; C X;, asi que la inclusion ;. Y; C U, Xi es inmediata. Para
la otra, tomamos z € |J,., X;. Tomamos [ como el menor ordinal tal que = € Xj.

4Observar que ahora j ademés de un ordinal sucesor, podria ser un ordinal limite, en cuyo caso todo
funciona de la misma forma.
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Como x no esté en los anteriores, es claro que

ze X\ JX;.
j<l

Son disjuntos pues para i < j, Y; se obtiene sacandole a un conjunto una unién
que contiene a X;, que contiene a Y;. Por inclusion, p(X;) = 0 implica u(Y;) = 0,

y luego pu(Uicn Xi) = n(Uica Yi) = Zicx 1(Yi) = Zicun 0 = 0, asi que la unién
de los {X;} estd en el ideal.

O]

Si existen cardinales con una medida real valuada, podemos tomar el menor de ellos.
Vemos que una medida sobre tal k tiene que ser no sélo N;j-aditiva, si no que k-aditiva.

Proposicion 3.2. Sea k el menor cardinal con una medida real valuada. Sea u cualquier
medida definida sobre k. Entonces I, es k-completo y luego 1 es k-aditiva.

Demostracion. Si el ideal I, de conjuntos de medida nula no es x-completo, entonces
existen {X;}i<y, 7 < k conjuntos de medida nula cuya unién

xX=Ux
1<y

tiene medida no nula. Con la misma construccién hecha en 3.1.2, podemos suponer que
estos conjuntos son disjuntos. Sea f : X — «, la funcién definida por

f(x) =i cuando z € Xj.

Entonces la medida p : P(k) — [0,1] induce otra medida

v:P(y) = [0,1]
definida para A C ~ por .

La idea es mostrar que v es una medida real valuada sobre v, y esto contradice que « es
el menor cardinal con una medida real valuada. Verificamos que es una medida:

1.
1
(8) = (@) =0
1 1 . 1 ' _

2. Respeta la inclusion pues py f~! respetan la inclusion,



3 Medida 29

3. Es N aditiva pues u lo es y la preimagen por una funcién respeta la unién disjunta
de Ny conjuntos,

4. Finalmente es no trivial: v({i}) = ﬁx)”(‘x» =1 ..0=0.

g

Como el menor cardinal x con una medida real valuada tiene propiedades extra, llama-
remos real-valuado medibles a los que las satisfacen.

Definicion 3.2. Un cardinal x se llama real valuado medible si admite una medida real
valuada k-aditiva.

Es decir, con esta definicién, el menor cardinal que admite una medida real valuada es
un cardinal real-valuado medible.

Como hemos visto, las propiedades de una medida real valuada se corresponden con las
del ideal de conjuntos de medida nula. Utilizando lo que tenemos sobre el ideal, demos-
tramos ahora que cualquier cardinal real valuado medible es debilmente inaccesible.

Lema 3.1. Sea k un cardinal con I un ideal no trivial de k, k-completo. Si k tien un
subconjunto A C k de cardinalidad < Kk, entonces A € I. Ademds, k es regular.

Demostracion. La primera afirmacién es inmediata: A es uniéon de < k singletons, que
estan en el ideal. La utilizamos para probar que s es regular. Si no es regular, existen
A < k y ordinales o, < A, tales que

k= UOzi.

Cada «; esta en el ideal por tener cardinalidad < k. Como el ideal es k-completo, la
union esté en el ideal, pero el ideal no puede contener a k. ]

Para demostrar que un cardinal con tal ideal es limite, necesitamos el siguiente artilugio,
claramente introducido por Ulam.

Definicién 3.3. Una matriz de Ulam de tamario (k,v), con y© =k es un conjunto de
subconjuntos de k.

{Aij i<k, yj<n},

tales que

» Los conjuntos en una columna son disjuntos: para i,j < k,i # j, Ajy N Bj, = &,
para cada v < 7.



3 Medida 30

= Al unir los conjuntos en una fila, obtenemos gran parte de k: para cada i < k, el

conjunto
E\ U Ajy

<~

tiene cardinalidad a lo mds .

Lema 3.2. Eriste una matriz de ulam de tamario (A1, \).

Demostracién. Para cada e < k, sea f, cualquier funcién en v = k™ tal que e C ran(f.).
Definimos para v < k

A ={e < Xt fe(v) =i}

Verificamos:

» Para e < v, el tnico i < k tal que e € Aje es a = fe(v), y luego desde este i en
adelante son disjuntos, es decir, para cada i,j < k,¢ # j, A; N Bj, = &, para
cualquier v < 7.

= Como e C ran(f.), para cualquier i < e, existe v <« tal que fe(v) =1, y luego

A1\ J 4w Ci+1.
I<~y

Como i + 1 < 7, esto implica que la cardinalidad de &k \ J,.~ Ay es a lo més ~.

vy

d

Proposicion 3.3. Si un cardinal & admite un ideal no trivial k-completo y Wi-saturado,
entonces es un cardinal limite.

Demostracion. Por contradiccién, si k es un cardinal sucesor v tomamos una matriz
de Ulam de tamatio (v, 7).

Para cada i < k, como la cardinalidad de &\ U, Aivy es a lo més v < k, esto estd en el
ideal. Luego, no pueden estar todos los {A;,},<x en el ideal, pues podriamos unirlos a
k\ U<y Ajy v esto implicaria k € I. Entonces en cada fila debe haber un A;, ¢ I. Como
hay k filas, deben haber al menos x de ellos no en el ideal.

Como hay mas filas que columnas, palomar implica que en una columna deben repetirse
infinitos de ellos que no estan en el ideal, de hecho, x de ellos. Si en cada columna
hubiesen < x de ellos, como son A < k columnas, entonces habrian en toda la matriz,
multiplicando, < x de ellos, pero ya sabemos que son al menos x. Fijandonos en esta
columna obtenemos k conjuntos que ademads son disjuntos y no estan en el ideal. Esto
contradice que el ideal sea Ni-saturado.

O]
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Todo lo anterior se resume en el siguiente resultado. Conviene recordar que bajo la
hipétesis generalizada del continuo, debilmente inaccesible es lo mismo que fuertemente
inaccesible.

Teorema 3.1. Sea k un cardinal con un ideal I k-completo, no trivial, ¥y-saturado.
Entonces k es debilmente inaccesible.

Corolario 3.1. Si k es un cardinal real valuado medible, entonces k es debilmente

inaccesible.

Demostracion. Si un cardinal s es real valuado medible, entonces x admite un ideal no
trivial k-completo y Ni-saturado, a saber, el ideal de subconjuntos de medida nula. [J

La consecuencia mas inmediata es la siguiente:

Corolario 3.2. Suponiendo la hipétesis del continuo, X1 = 280, no existe una medida
real valuada (ni una extension de la medida de lebesque) sobre todo P(R), P([0,1]), o
P(Ry).

Demostracion. Sila hubiera, habria un cardinal limite entre Ry y N1, pero ¥y es el sucesor
inmediato de Ry por definicién. ]

Al contrario, si existe un cardinal real-valuado medible, para una medida sin 4tomos
(que definiremos) Ulam(1930) probd que existe una extensiéon de la medida de Lebesgue
(que no serd invariante bajo traslaciones).

3.1.3. Medidas 2 valuadas

Ahora nos enfocamos en un caso particular de una medida real valuada, un caso extremo

con consecuencias también extremas.

Definicion 3.4. Una medida 2 valuada en un cardinal k es una medida real valuada
p: P(k) —[0,1]

cuyos valores son o bien 0 o 1.

Lo extremo de este caso es que el ideal de conjuntos de medida nula que produce es

maximal (o andlogamente si nos enfocamos en el filtro de conjuntos de medida 1, este

es un ultrafiltro). Obtenemos resultados anédlogos a los anteriores, pero para cardinales
inaccesiblesfuertement e.
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Proposicién 3.4. Si un cardinal & admite una medida 2 valuada, entonces el ideal de
conjuntos de medida nula es de saturacion 2, no trivial, y Ri-completo.®

Demostracion. Solo hay que notar que es de saturacién 2. Sean A, B conjuntos disjuntos
no en el ideal, es decir, de medida 1. Esto es imposibe, pues por unién disjunta u(A) = 1
implica u(k—A) = 0:

1= (k) = p(AUKN A) = p(4) + u(k\ A) = 1+ pu(k\ A).

Luego B C k\ A implica u(B) = 0. O

A diferencia de las medidas real-valuadas, aqui hay una correspondencia bastante natural
entre cada medida e ideal: dado un ideal de saturacion 2, podemos definir la medida de
un conjunto como 0 si estéd en el ideal, y 1 si su complemento es el que esté.

Lema 3.3. Que un cardinal admita una medida 2-valuada A-aditiva es equivalente a
que admita un ideal de saturacion 2, no trivial, A-completo. Dicho de otra forma, una
medida 2-valuada A-aditiva induce un ideal de saturacion 2, no trivial, A-completo, y
Vice VErsa.

Una consecuencia inmediata de esto es

Corolario 3.3. Un cardinal k es medible si y solo si admite un ideal k completo no
trivial de saturacion 2.9

Demostracion. Tenemos:
El caso (+) Es lo que acabamos de probar. Probemos (—). Supongamos que k admite
un ideal de saturacién 2, no trivial, k-completo. Naturalmente, este induce una medida
w: P(k) — {0,1}, dada por

p(A)=0si Ael,

w(A)=1si A¢I

Claramente p tiene a I como kernel. Verificar que efectivamente es una medida es ru-
tinario. Verificamos que es una medida A-aditiva. Sea v < A, y sean {4;};< conjuntos
disjuntos. Si todos estan en el ideal, la condiciéon se cumple inmediatamente, pues su

uniéon esta en el ideal.
i<y i<\

®De saturacién 2 es equivalentemente a maximal, ideal dual de un ultrafiltro. Usaremos esta terminologia
porque sugiere generalizaciones.

6En la literatura se enuncia o atn se define que un cardinal es medible si y solo si tiene un ultrafiltro (es
decir, el filtro dual de un ideal de saturacién 2) k-completo no trivial. Preferimos esta caracterizacién
dado que con el ideal haremos cocientes.
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Por otro lado, como el ideal es de saturacién 2, puede haber a lo mas uno que no esta
en el ideal, es decir, de medida 1. En este caso, la uniéon no esta en el ideal, y la suma
de las medidas de cada uno es un 1 y el resto 0:

p(JA)=1=1+ > 0="> p(4).

1<y <A omitiendo uno <A

En analogia al caso de medidas real-valuadas, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.5. Sea x el menor cardinal que admite una medida 2 valuada. Sea p tal
medida. Entonces pu es k-aditiva.

Demostracion. La demostracién es idéntica al caso de una medida real valuada. Por el
lema anterior, si la medida no es « aditiva, el ideal no es k-completo, es decir hay A < k
conjuntos en el ideal cuya unién no esta en el ideal. Estos inducen una medida 2 valuada
en \. Lo tinico que hay que notar es que para p 2 valuada, la misma funcién f, la medida
inducida

es también 2 valuada. O

La observacién anterior inspira esta definicion.

Definiciéon 3.5. Un cardinal k se llama medible si admite una medida 2-valuada k-
aditiva, o equivalentemente (3.3) si admite un ideal k-completo no trivial de saturacion
2.

Como demostramos, el menor cardinal £ que admite una medida 2 valuada es medible.
Ahora probaremos que un cardinal medible es inaccesible. A diferencia del caso real-
valuado, esta demostracién es bastante directa.

Teorema 3.2. Sea x un cardinal medible. Entonces k es fuertemente inaccesible.
Demostracion. Ya sabemos que es un cardinal regular, pues admite un ideal k-completo
no trivial (3.1.2).

Probemos que es fuertement inaccesible. Supongamos que no, tomamos A < k tal que
2 > k. Entonces debe haber un subconjunto S de” *2 de cardinalidad . Como S tiene

7Que recordemos, es el conjunto de funciones de A en 2 = {0, 1}.
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cardinalidad k, debe admitir un ideal de saturacién 2, no trivial, k-completo. Para cada
i < k, tenemos dos conjuntos disjuntos

{fes:f(i)=0}
{fes:fi)=1}

Como tenemos un ideal 2-saturado, y la unién de ambos es todo el conjunto, uno de ellos
estd en el ideal. Llamamos X; al que estd, y definimos f(i) = 0 o 1 correspondiendo al

que elegimos. Como el ideal es k completo, la unién de A < k cosas del ideal debe estar
en el ideal. Por otro lado

Uxi=s-{r1¢r

<A

La unién es demasiado grande para estar en el ideal (si estuviera, como {f} estd en el

ideal, k estarfa en el ideal). Contradiccion. d
Definicién 3.6. Para una medida p : P(k) — [0, ], un dtomo es un conjunto A C k
tal que para cada B C A, o bien u(B) =1 o u(B) =

Si I, es el ideal nulo de p, probaremos mas adelante que un dtomo A de la medida se
corresponde con un dtomo en el algebra cociente P(x)/I mediante el morfismo cociente.

Teorema 3.3. Sea k un cardinal real valuado medible para una medida . Si la medida
tiene un dtomo, entonces el cardinal es medible. St la medida no tiene dtomos, entonces
k< 2%,

En el caso en que la medida p tiene un dtomo A, Ulam construyé una medida 2 valuada
k-aditiva, definiendo

v(B) = p(ANB)/u(A).

En este mismo caso, mas adelante construiremos una medida dos valuada, pero utilizan-
do solamente algebras booleanas. La demostracion para una medida sin atomos puede
encontrarse en [4]. Este resultado de alguna forma relaciona los cardinales con medidas
con atomos y sin atomos, es inmediato que un cardinal no puede tener ambas medidas,
pues serfa < 2% y fuertemente inaccesible (esto contradice la definicién de inaccesible).

3.1.4. Resultados y preguntas

Tenemos entonces que

= Un cardinal k¥ con una medida real-valuada k-aditiva tiene un ideal x-completo,
Ni-saturado y no trivial, y esto lo hace debilmente inaccesible.

= Un cardinal £ con una medida dos valuada k- aditiva tiene un ideal k-completo,
2-saturado y no trivial, y esto lo hace inaccesible.
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Al mirar de cerca a los cardinales medibles y real valuado medibles, observamos la si-
guiente distincion: en el caso 2-valuado, un ideal con ciertas caracteristicas en un cardinal
k induce inmediatamente una medida 2-valuada. Por otro lado, en el caso real-valuado,
no es muy claro de qué forma un ideal k-completo, Ni-saturado y no trivial puede inducir
una medida real-valuada.

Una aparente explicacién de este fenémeno es la siguiente: una medida con valores en
{0, 1}, caso particular de una medida que toma valores en el intervalo [0,1], es también
un caso particular de un morfismo Xj-completo del algebra booleana P(k) en el algebra
booleana booleana B, en este caso B = {0, 1}. Cuando tenemos morfismos sobreyectivos
entre algebras booleanas, siempre hay una correspondencia entre el morfismo y el ideal
que éste induce, precisamente esto dice el teorema de isomorfismo de algebras booleanas.

donde la flecha de la derecha es un isomorfismo de algebras booleanas. Queremos explorar
e intentar explotar esta situacién en torno a la medida 2-valuada.

3.2. Medidas y Algebras booleanas

3.2.1. La {0,1} medida
Antes que nada, para justificar este enfoque del problema, probamos que efectivamente
un cierto morfismo de algebras booleanas es lo mismo que una cierta medida 2 valuada.

Proposicién 3.6. Sea u : P(k) — {0,1} una funcidn. Entonces p es un morfismo
de dlgebras booleanas k-completo no trivial sobreyectivo® si y sélo si es una medida 2
valuada k-aditiva.

Demostracion.

» (—) Suponemos que p es un morfismo de dlgebras booleanas x-completo.
Probamos que es una medida 2 valuada x-aditiva.

Por definicién, pu(2) = 0,u(x) = 1. Es claro que u({a}) = 0: exactamente es-
to significa un morfismo de dlgebras booleanas no trivial. Como un morfismo de

8En este caso es obvio que es sobreyectivo, pero luego lo tendremos que explicitar.
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algebras booleanas preserva el orden que inducen las operaciones, y el orden en
P(x) inducido por unién e interseccion es la inclusién, automaticamente si A C B,
entonces p(A) < pu(B). Notemos primero que necesariamente el ideal de conjuntos
de medida nula J,, serd maximal, es decir, de saturacion 2. Luego, si {4;}icx, A < k
son disjuntos, entonces o bien sélo uno se va a 1 por u, o todos se van a 0. En
ambos casos es claro que:

p(lJ A) =\ n(A) =D n(A),
i<\ i< i

donde el V es la operacion en el dlgebra {0,1} y la suma es la suma de nitimeros

reales.

» () Suponemos que p es una medida 2-valuada k-aditiva. Recordemos que ya
probamos que su kernel I es un ideal de saturaciéon 2. Denotaremos por A,V las
operaciones en {0,1} como algebra. Entonces claramente p(2) = 0, u(k) = 1. Si
tomamos A, B € P(k), hay casos:

e Si pu(A) =0,u(B) =0, entonces la interseccién de ambos estd en I, ya que

pw(ANB)=0=0-0= u(A) A u(B).

e Sip(A) =0,u(B) =1, entonces la interseccién de ambos estd en I, ya que
pw(ANB)=0=0-1= u(A) A u(B).
e Si pu(A) = 1,u(B) = 1, y ninguno de ellos estd en I, necesariamente pu(A —
B) =0, pues si u(A—B) =1,
pu(A) = pu((A=B)UB) = p(A—B) + p(A) =1+1 =2, absurdo.
Entonces (A — B) = 0 implica u(ANB) = 1:
1= u(A) = p((ANB)U (A~ B)) = (A~ B) + (AN B) = (AN B).

Asi
w(ANB) =1=1A1= u(A) Au(B)

Notar que en el algebra {0, 1}, la diferencia en el algebra coincide con z¢ =1 — z,
donde esa es la resta de numeros enteros. ¥ Para ver que u(k — A) = 1 — u(A),
como antes, usamos una uniéon disjunta:

k=AU (k- A).

9Recordar que la diferencia definida para el dlgebra es a —b = a A (—b), y justamente en este caso
coinciden.
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Como pu(k) = 1, y son disjuntos, para que no sumen 2, tiene que haber exactamente
uno de medida 0 y otro de medida 1. Esto implica exactamente p(k — A) = 1 —
pu(A) = —u(A). Habiendo probado que p respeta la suma y el complemento en
ambas algebras, el producto viene las leyes de De morgan. Hay que notar que es
un morfismo k-aditivo. Si tenemos A; conjuntos en P(k), i < A\, A < k, hay dos
casos.

e Si todos los A; tienen imagen 0 por u, como sabemos que el ideal es k-aditivo,

tenemos
p(JA)=0=\ 0=\ u(4).

<A <A <A

e Si hay al menos un A; de imagen 1, como p es una medida, por inclusién es
claro que la unién tiene imagen 1. Luego

p(\V A) =1="\ u(4),
i< i<\
donde la segunda igualdad viene de que tenemos una gran disyuncién en el
algebra con al menos un 1.

O

Ahora estamos seguros que efectivamente, una medida 2-valuada es un caso particular
de un cierto morfismo, asi que le ponemos nombre.

Definicion 3.7. Una B-medida en un cardinal k es un morfismo sobreyectivo de dlgebras
booleanas p : P(k) — B, k-completo, no trivial.

Con esta definicién, un cardinal medible es lo mismo que un cardinal {0,1}-medible.
Por otro lado, con un cardinal real valuado medible tenemos un ideal I no principal,
rk-completo, Ng-saturado. Tomando el cociente tenemos un morfismo no trivial y so-
breyectivo a un algebra booleana k-completa, Ng-saturada. La informaciéon anterior, en
terminos de algebras booleanas, se traduce asi

» Si k es {0, 1}-medible, entonces es fuertemente inaccesible.
= Si k es B-medible, con B Nj-saturada, entonces es debilmente inaccesible.

Notemos que un algebra 2 saturada es también 3 saturada, 5 saturada, Ni-saturada, etc.
Si en el caso de un cardinal real valuado medible, ese ideal Ny saturado casualmente es
también 2 saturado, habfa ahi escondida una medida 2-valuada. Cabe entonces pregun-
tarse por la saturacion' de tal B, es decir, el menor cardinal v para el cual esa algebra
es 7 saturada. Viéndolo de esta forma, son razonables las siguientes preguntas sobre tal
w: P(k) — B.

ODefinicién en 2.4.6.
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Pregunta 1. ;FExiste k B-medible, con B de saturacion 3, 4, o en general n>2? En tal
caso, sk es fuertemente inaccesible?.

Pregunta 2. ;FEuxiste k B-medible, con B de saturacion Ro? En tal caso, ;k es fuerte-
mente inaccesible?.

Para responder a estas preguntas, son necesarios algunos resultados sobre dlgebras boo-
leanas, que desarrollamos aqui en la medida que lo requiramos.

Mostraremos primero que un hay una correspondencia biunivoca entre morfismos k-
completos e ideales k-completos, pues por el momento sélo es claro para el caso especial
en que el morfismo va en {0,1}.

3.2.2. Las ideas

Dado que los tecnicismos necesarios se ponen engorrosos, explicamos un poco la idea de
lo que haremos. Respecto a la pregunta 1, mostraremos que si existe un cardinal medible,
este siempre tiene una medida a un algebra de saturacién n+1, o equivalentemente un
ideal k-completo no trivial de saturacién n+1. Hacemos la construccién, por ejemplo,
para el caso n+1=6. Si k es medible, existira un morfismo

w:P(k) —{0,1}.
La idea es tomar el morfismo producto
p’: P(r)” = {0,137,
del algebra producto P(x)> en {0,1}° que es de saturacién 6.

Veremos que el dlgebra producto P(k) es isomorfa a P(x)®, particionando  en 5 conjun-
tos de cardinalidad s, k1, ko, k3, k4, k5, e identificando cada = C k con sus intersecciones
con cada parte

(l’ Nki,...,zN k5) S P(kl) X ... X P(k‘5)

Usando que conjuntos equinumerosos tienen algebras de partes isomorfas, tenemos ahi
un isomorfismo entre P(x) y P(x)°. Componiendo tenemos lo buscado, un morfismo a
un algebra de saturacién 6, cuyo kernel es un ideal de P(k) no trivial, k-aditivo, y de
saturacion 6

P(k) — P(x)® — {0,1}°.

Veremos que esta idea funciona reemplazando 6 por cualquier cardinal < k.

Si un cardinal x tiene un morfismo a un algebra de saturacién 6, equivalentemente tiene
un ideal (k-completo no trivial) de saturacién 6, cocientamos para producir una medida.

UDe hecho, isomorfa a P({a1, ..., as}).
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Como veremos, un algebra de saturaciéon 6 necesariamente es isomorfa al algebra de
subconjuntos de un conjunto de 5 elementos P({a1,...,as}). Para producir un morfismo
de P({aq,...,a5}) en {0, 1}, cocientamos por el ideal de los subconjuntos que no contienen
a {a1}, cuyo cociente claramente produce dos clases de equivalencia: los conjntos que
tiene a a; y los que no. La compuesta serd una medida en k:

P(K) — P({al, ...,a5}) 5 {0, 1}

3.2.3. Correspondencia entre ideales y morfismos

Para establecer la correspondencia entre ideales y morfismos que necesitamos, utilizamos
los siguientes resultados. Esta es una adaptacién de la demostraciéon de correspondencia
entre ideales completos y morfismos completos de [2, capitulo 24].

Lema 3.4. Sean A, B, algebras x-completas, k infinito. Un morfismo f : A — B es
k-completo st y solo st para cada a;,1 < A\ < Kk tales que \/,_., a; = 14 , se satisface

Viey flai) = 1p.

1<y

Demostracion. Si f es k-completo, claramente
V flai) = F(\/ (@) = f(1a) = 15.
1<y 1<y
Por otro lado, supongamos la condicién dada y probemos que implica que el morfismo f
es r-completo. Sean b;,i < 7,7 < k. Como A es un algebra r-completa, existe ;. b;.
Definimos b = \/,_, b;. Como & es infinito, el conjunto {b;}i<, U {—b} también tiene v
elementos, y ademas satisface que su suma es 1:
\ bV (=b) =1.
1<y

Por hipétesis entonces,
\V fbi) + f(=b) =1,
1<y
y manipulando un poco encontramos
\ fbi) =1—f(=b) = f(b) = fF(\/ ba).
1<y 1<y

O]

Lema 3.5. Sea k un cardinal infinito’®. Sean B un dlgebra booleana r — completa, I
un ideal en B. Entonces B/I es k-completa. Ademds el ideal I es k-completo si y sélo
si el morfismo proyeccion w: B — B/I es k-completo.

2Nombramos esta hipétesis por enfatizar, cualquier morfismo es Ng-completo pues respeta sumas y
productos finitos.
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Demostracion. Si m es k-completo, es inmediato que I es k-completo. Si v < &, {a;}i<y
son conjuntos en I, entonces el supremo

V ai
1<y
existe por ser B k-completa. Luego, para m k-completo,

ﬂ'(\/ ai): \/7r(az~): \/O/IZO/I

1<y 1<y 1<y

Por otro lado, si el ideal I es k-completo,mostramos que 7 también es k-completo con
el lema anterior. Sean a;,i < v,y < k elementos de A, tales que

\/ a; = lB.
1<y

Queremos mostrar que \V,_, f (a;) = 1/1, es decir, que el supremo del conjunto de los
f (ai) = a;/I del algebra cociente es 1/1. Claramente, 1/1 es una cota superior de esa
familia (es maximo). Sea ahora ¢/ I cualquier otra cota superior. Como cada a;/I < q/1I,
es claro que

(ai—q)/T = (a;/I)-(—q/I) =0,
es decir, a; — q = a; - —q € I. Ahora usamos que los a; suman 1:
—=1-—q=(\a) —¢=\ ai-—a
1<y 1<y

La ultima igualdad muestra que —q es suma de v elementos que estdn en el ideal, y como
es k completo, —q debe estar en el ideal. Luego,

—q/I=0/1
implica
q/1=1/1

que es lo que buscabamos. ]

Resumimos lo anterior en el siguiente resultado. Notar que este es exactamente el resul-
tado que ya tenfamos para B = {0, 1}.

Proposicién 3.7. Si tenemos un morfismo P(k) — B k-completo, no trivial, sobre-
yectivo, este induce un ideal I, su ideal nulo, k-completo, no trivial. Si tenemos un ideal
I en P(k) k-completo, no trivial, el morfismo proyeccién al cociente es un morfismo
sobreyectivo k-completo, no trivial.
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3.2.4. Atomos, y saturacién finita

Lema 3.6. '*Sea B un algebra con un dtomo a. Entonces el conjunto
I={beB:aZb}

es un ideal completo, el llamado ideal trivial o principal inducido por a, y el cociente que
induce tiene dos clases de equivalencia, es decir,

m:B— B/I={0/1,1/1}.
Este es el llamado el morfismo trivial inducido por el dtomo a.
Demostracion. Verificamos que es un ideal. Notar primero que a < bsiy solosia-—b=

0. Entonces b € I si y solo si a-—b# 0. Como a es un atomo y a - —b < a, se tiene que
a-—b # 0 es equivalente a a - —b = a. Es decir,

afbsa-—b=a.
» Claramente @ € I, 1 € 1.
» Sibel, V <b,a<?b implica a < b, pero b € I. Luego b’ también estd en I.

» Sibe IV eI, entonces b+ € I. Como a-—b = a,a-—b = a entonces
a-—b+V)=a-(-b--V)=(a--b)-—b =a--b =a.

Para ver que es completo, sean {b;};<~ en I, es decir, cada uno satisface
a-—b; = a.

Entonces
a - —(\/ bl) =a- /\ —bi == Hi<7a' —bi == Hi<7a = a.
i<y 1<y
Ahora que I es un ideal, podemos hacer el cociente. Sea 7w : B — B/I la proyeccion al
cociente. Mostremos que B/ I es isomorfa a {0,1}.

= Claramente, cada b € I estd en la clase 0/1.

= Probamos ahora que para cada par b,b' € I, estos estdn en la misma clase de
equivalencia. Para esto, probamos primero que si a es un 4tomo, a < b+ b, entonces
a < boa < b. Ahora por cor contrarecipro si a £ b,a £ V', entonces a - —b =
a,a-—b = a. En este caso, a-—(b+V)=a-(=b-—-b) =a-—b-—b = a. es decir,
aLb+10.

13Este es el caso general de la caso observado en un algebra de partes y un singleton.
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Habiendo sé6lo dos clases de equivalencia, el algebra cociente es isomorfa a {0,1}. El
morfismo inducido claramente es

m: B —{0,1},
w(b) =0sia£b
w(b) =1sia<hb.
O

Corolario 3.4. Si B es un dlgebra booleana con un dtomo, entonces existe I un ideal
en B tal que B/I es isomorfa al dlgebra booleana {0, 1}, con un morfismo completo.

3.2.5. Construccién de B-medibles a partir de {0, 1}-medibles.

Proposicion 3.8. Si tenemos morfismos f; : A; — B; de dlgebras booleanas k-completas
A, B;, e 1 < X\ es un cardinal, este induce un morfismo producto F = 11,5 f;,

F :11ic\A; = T2\ By,

dado por
L)X = F(ILo)X;) = Iic) fi(X3).
Si todos los f; son sobreyectivos (biyectivos), el morfismo producto F es sobreyectivo

(biyectivo). Si cada f; es k-completo, este morfismo también es k-completo.

Demostracion. Verificar que el morfismo producto es efectivamente un morfismo es ru-
tinario.

= F(0) = [Ticx fi(0) = [0 =0
ion1i) = [licx fi(1i) = Tlicn Ls

(

n F(

. FE( iax Xi)V (ITicn Yi)) = F(Ilicx Xi VY:) = [licx fi(Xa vV Bi) = [Ticn fi(Xi) V
(-

fi(Ys) = TLion fi(X3) VILoa fi(Yi) = F(ILxX;) V F(IL;\Y;)

(IL;cx X)) = F(ILicx — X5) = ILiax fi(—=Xi) = [Tion —fi(Xi) = —Tlicn fi(X
F(Hz<x\ XZ)

= La interseccién viene gratis por leyes de De Morgan, teniendo la unién y diferencia.

"ij

Si todos los f; eran sobreyectivos (biyectivos), el morfismo producto F' es sobreyectivo
(biyectivo) inmediatamente, pues el producto de funciones sobreyectivas es una funcion
sobreyectiva y el producto de funciones inyectivas es una funcion inyectiva.

) =
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Verificamos que si cada f; es k-completo, F' lo es. Notar que por las leyes de morgan,
basta verificarlo para la unién. Sea v < k, y tomemos ~ conjuntos en el algebra producto,
{X7},<y, con cada X7 =TI, X;;. Entonces

F(\ X7) = F(\/ TLcx X))
J<y <y
Notar que aqui no hay ninguna distributividad, solo estamos operando coordenada a
coordenada en el algebra producto,

= F(ILaxn V Xy)
<y
Ahora por definicién de F
=ILo)fi( \/ Xij)
i<y
y usamos que cada f; es k-completa,
=1Ly \/ fi(Xij)
i<y
de nuevo coordenada a coordenada,
=\ Thicn fi( Xi5).
J<y
Asi, por definicién de F
=\ F(lliax(Xy5) = \ F(XY).
i<y J<y
O
Proposiciéon 3.9. Para A < k un cardinal, hay un isomorfismo de dlgebras booleanas
¢ : P(k) — P(r)*, donde esta tltima es el algebra producto de \ veces P(k). Este

isomorfismo lleva un singleton {a} en elemento del algebra producto que tiene a {a} en
una coordenada y & en el resto.

Demostracion. Si A < k un cardinal, como & es infinito, existen A subconjuntos de &
disjuntos de cardinalidad &, '* digamos, {A4;};<x. Cada A; induce una proyeccién
mi: P(k) = Aj,mi(X) =A,NnX,
Que es de hecho un morfismo completo sobreyectivo. Entonces definimos
¢: P(k) = Tlicy Ai, 9(X) = mi(X)

Verificar que es un morfismo de dlgebras booleanas es verificar operaciones de conjuntos.

M por ejemplo, podemos notar que para k infinito, hay 2 subconjuntos distintos de cardinalidad &, y
luego hacer induccién transfinita.
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n (ZS(@) =g = g, (ZS(H) = Hi<77ri(Ai)

- (ﬁ(AﬁB) = Hi<77ri(AﬁB) = Hi<7Aiﬂ (AﬂB) = Hi<,y(AiﬂA) N (AZﬁB) =
Hi<'y(Ai N A) N Hi<'y(Ai N B) = ¢(A) N ¢(B)

L] d)(l-i — A) = Hi<'y7ri<"€ - A) = Hi<'yAi N <I€ — A) = Hi<7<Ai N I{) — (Al N A) =
ITicnAi — Ty (AN A) =Ty A — ILieymi(A) = Ty Ai — ¢(A)

= como tenemos intersecciéon y complemento, la unién es gratis.

Por otro lado, para cada i < 7 tenemos un isomorfismo f; : P(4;) — P(k), pues
A;, k tienen misma cardinalidad. Definiendo 1 = Il; f;, tenemos un isomorfismo de
IT;<P(A;) en I, P(x). Entonces la compuesta ¢ = 1) 0 ¢ es el morfismo buscado. Para
ver que es en efecto un isomorfismo, probamos que es biyectivo. Como ¢ es biyectivo,
basta ver que v es biyectivo.

= Veamos que es sobreyectiva. Sea I1;ya; € I1;<4A;, es decir, a; C A;. Luego,

(U ai) = Ticya;.

1<y

= Veamos que es inyectiva. Si /(X ) = ¢(Y), entonces para cada i, f;(X) = f;(Y),
es decir, X N A; = Y N A;. Luego, como los A; cubren a k,

X=UJXnA=JYn4 =Y
1<y 1<y

Ademés, si hay un singleton {a} € P(k), este estd en sélo uno de los A; (gracias a que
son una particién). Entonces f;({a}) = {a}, y para j # i, fi({a}) = @. Es claro que
el isomorfismo f; : A; — k lleva {a} en otro singleton {b} € P(k). El resto de los f; se
evaluan en &, y queda @. Entonces, la imagen de {a} por ¢ o ¢ es un producto que en
una coordenada tendrd a {b}, y en el resto a @. O

Teorema 3.4. Sea k un cardinal, con una {0,1}-medida p : P(k) — {0,1}. Entonces
para cada cardinal A < k, existe una p(\)-medida en k, v : P(k) — P(\)

Demostracion. Tomamos ¢ : P(k) — P(k)* un isomorfismo de algebras booleanas, y
T P(/—;)/\ — {0,1}* el producto del morfismo g que es k-completo. Notemos que
el algebra {0,1}* es isomorfa a P()), asi que tomamos f un isomorfismo entre ellas.

Entonces v = fou"o¢: P(k) — P(\) sirve.

» Siendo f un isomorfismo (y por ende completo), u un morfismo x-completo, y u*
k-completo, la composicién f o u" o ¢ debe ser k-completo.
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Es no trivial pues ¢ es no trivial. Como ¢({a}) es un elemento del algebra producto
de la forma

IickAi
con A; = {b} un singleton, y para i # j, A; = @. Entonces es claro que
P (MicrnAi) = Hicop(A;) = 1,0 = @.

Luego

F(o({a}))) = f(u*(IlickAi)) = f(2) = @

La compuesta p” o ¢ es sobreyectiva: p sobreyectivo implica p® sobreyectivo, y ¢
es biyectivo.

O]

Corolario 3.5. Sea kg un cardinal real-valuado medible para una medida sin dtomos.
Si k> kg es un cardinal medible, entonces k tiene una medida real-valuada ko—aditiva
sin atomos.

Demostracién. Como kg < k, existe una P(ro)—medida en &,

p: P(k) = P(ko).

Si kg es real-valuado medible para una medida sin 4tomos , existe una medida

v:p(ko) — [0,1].

real-valuada y sin d4tomos kg. Sélo tomamos la compuesta

vop:p(k) = [0,1],

y verificamos que efectivamente es una medida.

vou(@) =v(u(2)) = nu(@ = a, v(u(k)) = vk) =1
v(pfa})) = v(2) =0

Ambas respetan la inclusion: si A C B, como mu la respeta p(A) C pu(B), y luego
como v la respeta v(u(A)) C.

Mostramos que la compuesta es rko-aditiva. Sean A;,i < v,y < ko disjuntos en k.
Notemos primero que para i # j, los pu(A;), u(A;) son disjuntos en P(ko) :

p(Ai) N p(4;) = p(Ain 4y) = p(2) = 2.
Como los {{1(A;) }i<y son disjuntos en P(kg) y v es una medida ko-aditiva,

p(v(J 40) = (U n(40) = Y _v(n(4)).

1<y 1<y 1<g
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Probamos que la compuesta es sin a&tomos por contrareciproco: si v o u tiene un atomo A,
entonces (A) es un dtomo para v. Supongamos que hay p(B) C u(A) (p sobreyectiva),
tal que v(u(A) — u(B)) # 0. Para ver que u(A) es un dtomo para v, basta probar que
v(u(B)) = 0. Entonces, B C A, y v(u(A\ B)) = v(u(A) — u(B)) # 0. Como A es un
Atomo para la compuesta v oy, esto implica v(p(B) = 0. O

3.2.6. Atomos e inaccesibilidad

Aqui utilizamos los resultados sobre dtomos de 3.2.4 para demostrar la inaccesibilidad
de un cardinal x en terminos de algebras booleanas. Este claramente implica la parte
que refiere a una medida con un dtomo en 3.3.

Teorema 3.5. Un cardinal k es B-medible, para B con un dtomo si y solo si Kk es

medible.

Demostracién. Primero probamos (—). Tomamos p la B-medida, es decir, un morfismo
k-completo, no trivial, sobreyectivo, y v : B — {0, 1} el morfismo completo producido
en el lema. Entonces la compuesta v o u:

p:P(k) — B,v:B— {0,1}.

es una {0, 1}-medida para P (k). Notar que p s-completo y v completo hacen que la com-
posicién sea x-completo. Ambos sobreyectivos hace de la composicién sobreyectiva. La
compuesta es no trivial: vo p({a}) = v(u({a})) = v(0) = 0. Para ver (+), observamos
que si k es medible, por 3.6 tal medida es una {0, 1}-medida como algebra booleana. [J

Corolario 3.6. Si un cardinal k es B-medible, con B de saturacion finita, entonces k

es fuertemente inaccesible.

Demostracidn. Si es de saturacion finita, ya probamos que es un P({ay,...,a,}), y tiene
atomos (cada singleton {a;}). O

Este resultado responde positivamente la mitad de la pregunta 1. Efectivamente si un
cardinal k tiene un ideal no trivial k-completo de cualquier saturacion finita, este es
inaccesible.

3.2.7. La segunda pregunta

La respuesta a la pregunta 3.2.1, que parecia natural, es negativa y es bastante sencilla.

Proposicion 3.10. No existen dlgebras booleanas de saturacion Ng.
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Demostracion. Supongamos que existe un algebra B de saturacién Ng. Existe entonces
una anticadena de largo n menor que ¥, es decir finita. En tal caso, su saturacion
deberia ser n + 1 O
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