Universidad de Concepcion
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Licenciatura en Matematica

Introduccion a la Teoria de Galois Infinita

Tesina Licenciatura en Matematica

DANILO SALVADOR AMIGO PENA
2019

Profesora Guia: Michela Artebani
Departamento de Matematica

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Universidad de Concepcién



Indice general

Introduccién

1. Preliminares
1.1. Grupos Topoldgicos . . . . . . . . . ..
1.2, Limites inversos . . . . . . . . . . ..
1.3. Grupos Profinitos . . . . . . . ...

2. Teoria de Galois
2.1. Extensiones de campos y Grupo de Galois . . . . . . ... ... ... ...
2.2. Casofinito . . . . . . . L
2.3. Casoinfinito . . . . . . . . . ..
24. Topologiade Krull . . . . . .. .. . o
2.5. El Teorema de Correspondencia de Galois . . . . . . ... ... .. .. ..

Referencias

15

19
19
22
24
27
29

32



Agradecimientos

Quiero agradecer a mi familia, por su apoyo y motivacién para realizar este trabajo,
que significa mucho para mi.
A mi Profesora Guia, Michela Artebani por su infinita preocupacién al momento de resol-
ver mis dudas, por su paciencia para concluir este trabajo, y por todos los conocimientos
que me entregd en todas las asignaturas que cursé con ella.

Una mencion especial a mi Madre y a Paula, que fueron muy importantes en este proceso,
que me animaron y me ayudaron cuando lo necesité y que me inspiran para poder llegar
mas lejos.



Introduccion

Dada una extensién de campos finita de Galois K /k, la teorfa de Galois cldsica mues-
tra que se puede establecer una correspondencia biunivoca entre los campos intermedios
k C L C K y los subgrupos H de Gal(K/k) que revierte la inclusién. ;Qué pasa si qui-
tamos la condicion de finitud? ;jSera cierto lo anterior?

Las motivaciones para estudiar extensiones algebraicas infinitas han sido varias. Una
motivacién natural vino de la construccion de la clausura algebraica de un campo, por
ejemplo la clausura algebraica Q de Q, que coincide con la unién de todas las extensio-
nes de Galois finitas de Q. Correspondientemente su grupo de Galois Gal(Q/Q), llamado
grupo de Galois absoluto, se puede construir a partir de sus cuocientes finitos, o mas preci-
samente es limite inverso de grupos finitos. El grupo de Galois absoluto de Q es un objeto
todavia misterioso, que ha llevado por ejemplo a la teoria de los dessins d’enfants de A.
Grothendieck. Otra motivacién vino de la teoria algebraica de ntimeros, por ejemplo el
estudio de las torres de extensiones ciclotémicas, que dié lugar a la Teoria de Iwasawa
(ver [8] por un survey sobre la teorfa de Galois moderna).

En general la respuesta a la pregunta anterior es no, o sea la correspondencia de Galois
cldsica no existe para extensiones infinitas. Es decir, no todos los subgrupos de Gal(K/k)
se corresponden con un campo intermedio L. Esto fue descubierto en primera instancia
por R. Dedekind, quien vio en algunos casos particulares que habian distintos subgrupos
de Gal(K/k) que se correspondian con un mismo campo intermedio L. Sucesivamente, W.
Krull aclaré el problema en el articulo [10]: se dio cuenta que, dotando a Gal(K/k) de una
topologia adecuada, se obtiene la biyeccion pedida considerando a los subgrupos cerrados.
Esta topologia se conoce como Topologia de Krull. Esto explicé el ejemplo de Dedekind
en el cual dos subgrupos distintos tenian el mismo campo fijo: uno de los subgrupos era
la clausura topoldgica del otro en la topologia de Krull.

En esta tesina probaremos el Teorema de correspondencia de Galois en el caso infinito,
o sea mostraremos lo siguiente:

Sea K/k una extension de Galois infinita y Gal(K/k) su grupo de Galois dotado de la
topologia de Krull. Entonces existe una correspondencia biyectiva que revierte la inclusion
entre los campos intermedios k C L C K y los subgrupos cerrados H de Gal(K/k).

A lo largo de este trabajo, se dispondran de las herramientas necesarias para probar
este resultado, siendo necesario introducir conocimientos de Topologia y Teoria de Cate-
gorias.

En el primer capitulo vamos a introducir los conceptos necesarios sobre grupos topologi-
cos y limites inversos. También analizaremos el concepto de grupo profinito y veremos la
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relacién entre ésto y los limites inversos. La topologia jugard un rol importante en este
capitulo, pues veremos que los grupos profinitos se pueden ver como grupos topoldgicos,
y que poseen varias propiedades topoldgicas interesantes.

El segundo capitulo iniciara con los preliminares sobre la teoria de la extensiones de
campos y el Teorema de correspondencia de Galois en el caso finito. Sucesivamente se
consideran extensiones de Galois infinitas K /k y se muestra que su grupo de Galois es
isomorfo al grupo profinito que se obtiene como limite inverso de los grupos Gal(L/k),
donde L/k es una extensién de Galois finita con & C L C K. Finalmente introduciremos
la topologia de Krull sobre Gal(K/k), que serda compatible con la estructura de grupo.
Esto nos permitira extender la version clasica del Teorema de Correspondencia de Galois
al caso infinito.

Daremos por hecho que los resultados sobre Topologia general y Teoria de Galois clasica
ya son conocidos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Grupos Topolégicos

Definicién 1.1. Un grupo topolégico es una terna (G, 7, ) tal que (G, 7) es un espacio
topolégico, (G, ) es un grupo, y se cumplen las siguientes condiciones:

(A1) La operacién de grupo
2 GE@xG—G, (vyy)—ax-y
es continua, donde G x G tiene la topologia producto.

(A2) La aplicacién
G —G, zr— a2t

es continua.

Proposicién 1.2. Las condiciones (A1) y (A2) son equivalentes a la siguiente:
(A) La aplicacion G x G — G, (x,y) > x-y ' es continua.

Demostracion. Supongamos que (A1) y (A2) son ciertas. La aplicacién
GxG—GxG, (z,y)— (z,y)

es continua porque ambas componentes lo son, la primera por ser la proyeccion en el
primer factor, la segunda por ser la proyeccion en el segundo factor compuesta con la
funcién en (A2). Haciendo la composicién de esta funcién con la multiplicacién, que es
continua por (A1), se obtiene la funcién en (A4). Luego dicha funcién es continua por ser
composicion de funciones continuas.

Supongamos que (A) es cierta. La aplicacion G — G x G, y — (lg,y) es con-
tinua porqué ambas componentes lo son. Luego la funcién en (A2) es continua porque
es composicién de esta funcién con la funcién en (A). Esto implica que la aplicacién
GxG— GxG, (z,y) — (r,y7') es continua. La composicién de esta funcién con la
funcién en (A) es la funcién de multiplicacién, luego (A1) se cumple también. O

Notacién 1. Por simplicidad, denotaremos al grupo topoldgico (G, T,-) por G. Ademds,
st x ey son elementos de G, en vez de escribir x -y escribiremos xy.
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Observacion 1.3. Notemos que si G es un grupo topoldgico, la aplicacién

TG =G, r— !
coincide con su inversa, asi que es un homeomorfismo. Por otro lado si ¢ € G es fijo,
entonces las aplicaciones

G—Gxd G—Gxd
r+— (7,9) r+— (g, )

son continuas porque sus coordenadas lo son, luego usando (A1) tenemos que las funciones

re: G — G ly: G — G
T — xg T — gx

son continuas por ser composicion de funciones continuas. Observamos que las inversa
de ry y €4 son ry—1 y £, respectivamente, que son continuas también, luego r, y £, son
homeomorfismos para cada g € G.

Por tltimo recordamos que si f: U — V es un homeomorfismo entre espacios topologi-
cos U y V, entonces también es una aplicacién abierta (cerrada), es decir si T C U es
abierto (cerrado) entonces f(7T) C V es abierto (cerrado). De esto sigue que si H C G es
abierto (cerrado), entonces r,(H) = Hg y {,(H) = gH son abiertos (cerrados) de G.

Proposicion 1.4. Sea G un grupo topolégico. Cualquier subgrupo H de G es también un
grupo topologico con la topologia inducida por G.

Demostracion. Sigue de inmediato ocupando la definicién de topologia inducida. O]

Proposicién 1.5. [1, Proposicién 1, §2_1] Sea G un grupo topologico. St H es un subgrupo
de G, entonces la clausura topoldgica H de H es un subgrupo de G. Mds ain, st H es
ademdas normal, entonces H es un subgrupo normal de G.

Demostracion. Sea H un subgrupo de G. Debemos probar que 1¢ € H y que para cada
a,b e H se tiene ab™' € H.

Es claro que 1 € H pues 1o € H C H. Sea W un entorno de ab~!. Por (A), existen
entornos abiertos U y V de a y b respectivamente, tales que UV ~! C W. Por otro lado,
comoa,b € H, UNH # 0y VNH # (. Luego, siendo H un subgrupo, V"'NH # . Siendo
H cerrado para la multiplicacién, esto implica que UV~ N H # 0, luego W N H # ().

La demostracion de la ultima parte de la Proposicion es similar. O

Proposicién 1.6. Sea G un grupo topologico. Entonces las siguientes son ciertas:

i) Los subgrupos abiertos de G son cerrados. St H es un subgrupo cerrado de G que
tiene indice finito entonces es abierto. Ademds, si G es compacto, todos los subgrupos
abiertos de G tienen indice finito.

i1) Si H es un subgrupo de G' que contiene algin subconjunto abierto U no vacio de G,
entonces H es abierto en G.

iii) G es Hausdorff si y sdlo si {1g} es cerrado en G.

i) Si K es un subgrupo normal de G, entonces el grupo cuociente G/K es Hausdorff
st y solo si K es cerrado en G.
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v) Si G es compacto y Hausdorff, y H, N son subgrupos cerrados de G, entonces HN
es cerrado en G.

Demostracion. i) Supongamos que H es un subgrupo abierto de G. Entonces
G\H=|]J Hy,
g¢H

luego G\ H es abierto por ser unién de abiertos, por la Observacién 1.3. Por tanto
H es cerrado.

Supongamos ahora que H es cerrado con [G : H| = n < co. Luego existen ¢y, ..., g,
€ G\ H tales que G\ H =U" |Hg; y cada Hyg; es cerrado por la Observacién 1.3,
luego H es abierto.

Si ahora G' es compacto, entonces para cada H subgrupo abierto de G tenemos
que {Hg : g € G} es un cubrimiento abierto de G, por la Observacién 1.3. Por la
compacidad, existen gi,...,g, € G tales que G = U ; Hg,;. Luego [G : H] < n.

ii) Si H contiene un abierto no vacio U, entonces H = Upey Ul es unién de abiertos,
por la Observacién 1.3, luego H es abierto.

iii) = En cualquier espacio Hausdorff, un conjunto finito es cerrado [1, Teorema 4, §8.1].

< Supongamos que {15} es cerrado, luego como la funcién (z,y) — zy ' es con-

tinua, entonces la diagonal A de G x G es cerrada. Por un argumento de Topologia,
G es Hausdorff [1, Proposicién 4, §8.1].

iv) Sigue facilmente de iii).

v) Notemos que siendo H, N cerrados en un compacto, ambos son compactos. [1, Pro-
posicién 3, §9.3] Por el Teorema de Tychonoff [1, Teorema 3, §9,5], H X N es
compacto, y la imagen de éste por la operacion de grupo es HN. Siendo esta ope-
racién continua y H x N compacto, HN es compacto. Como G es Hausdorff, H N
es cerrado [1, Proposicién 4, §9.3].

m

Ejemplo 1.7. Sea (C*, x) el grupo multiplicativo de C con la topologia inducida por la
topologfa usual de C. El subconjunto S* := {z € C* : |z| = 1} es un subgrupo topoldgico
compacto de C*.

En efecto, si 21, zp € S entonces |212; | = |z1]|2; | = 1. Asi que S* es un subgrupo
de C*. Ademas es acotado y cerrado, luego por el Teorema de Heine-Borel tenemos la
compacidad. Por la Proposicién 1.4 concluimos.

Ejemplo 1.8. Sea (G, -) un grupo, y sea 7 la topologia discreta sobre G. Luego (G, T, -)
es un grupo topoldgico.

Por 1ltimo, definimos el concepto de morfismo entre grupos topoldgicos.

Definicién 1.9. Un homomorfismo de grupos topolégicos G, G5 es un homomor-
fismo de grupos f : Gy — G4 que es continuo con las topologias de Gy, Gs.

Un isomorfismo de grupos topoldégicos es un homomorfismo de grupos topolégicos
que es un isomorfismo de grupos y un homeomorfismo.
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1.2. Limites inversos

Iniciamos esta seccion recordando qué es una categoria.

Definicién 1.10. A es una categoria si consta de lo siguiente:

1) Una clase Ob(.A), llamada clase de objetos de A.

2) Para cada par de objetos A, B € Ob(A), un conjunto que denotamos Hom 4(A, B).
Los elementos de este conjunto se denominan morfismos de A en B. Si f €
Homy(A, B), lo denotaremos con f: A — B.

3) Una operacién binaria, que llamamos composiciéon de morfismos y denotada por
o. Dados 3 objetos A, By C de A, la composicién es una aplicacion:

o: Homu(B,C) x Homa(A,B) — Hom(A,C).

La composicién de un morfismo g: B — C' con otro morfismo f: A — B se denota
por g o f. Esta operacién de composicion satisface las siguientes propiedades:

i) Asociatividad: si f: A — B, g: B — C y h: C' — D son morfismos
entre los objetos A, B, C', D de A, entonces ho (go f) = (hog)o f.

ii) Existencia de elemento identidad: Para cada objeto A de A, existe un
morfismo de A a si mismo, que se denota por Id,, llamado morfismo iden-
tidad y tal que cualquiera sean los morfismos f: A — By g: C — A se
cumplen foldy = fy Idaog=g.

Definicién 1.11. Sea A una categoria, y A, B € Ob(A). Diremos que f € Homy(A, B)
es un isomorfismo si existe g € Hom (B, A) tal que f o g = Idgy g o [ = Ida.

Ejemplo 1.12. Sea Ob(.A) la coleccién de todos los espacios topolégicos.

Para cada A, B € Ob(A), sea Hom 4(A, B) el conjunto de las funciones continuas de A en
B, y sea o la composicion de funciones. Esta categoria es la de los espacios topoldgicos.
Los isomorfismos son los homeomorfismos.

Ejemplo 1.13. Sea Ob(G) la coleccién de todos los grupos.

Para cada A, B € € Ob(G), sea Homg(A, B) el conjunto de los homomorfismos de grupos
de A en B,y o la composicién de homomorfismos. Esta categoria es la de los grupos. Los
isomorfismos son los isomorfismos de grupos.

Ejemplo 1.14. Sea Ob(G'P) la coleccién de todos los grupos topoldgicos.

Para cada A, B € € Ob(G*P), sea Homgton(A, B) el conjunto de los homomorfismos de
grupos topoldgicos de A en B, y o la composicion de homomorfismos. Esta categoria es la
de los grupos topoldgicos. Los isomorfismos son los isomorfismos de grupos topoldgicos.

Ejemplo 1.15. Sea Ob(R) la coleccién de todos los anillos conmutativos con unidad.
Para cada A, B € € Ob(R), sea Homg (A, B) el conjunto de los homomorfismos de anillos
con unidad de A en B, y o la composicién de homomorfismos de anillos. Esta categoria
es la de los anillos conmutativos con unidad. Los isomorfismos son los isomorfismos de
anillos.
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Definicién 1.16. Sea (I, <) un conjunto parcialmente ordenado. Entonces (I, <) es un
conjunto director si para cada iq,25 € I, existe 13 € [ tal que 1; < i3 e ip < i3.

Definicién 1.17. Sea A una categoria. Un sistema inverso en A consta de un conjunto
director (I, <), una familia de objetos {X,}ncr, y una familia de morfismos ¢, :
X — X, con n < m tales que las siguientes condiciones se satisfacen:

a) pnn = Idx, para cadan € I.

b) Para cada n < m < k, el siguiente diagrama es conmutativo:

Pnk
Xk > Xn

Pnm

X

Notacién 2. Denotaremos a un sistema inverso por (I, X, ©nm).

Ejemplo 1.18. Sea R la categoria de Anillos conmutativos con unidad. Sea A € Ob(R)
y sea Alx] = Alzy,...,x;] el anillo de polinomios a coeficientes en A en k variables, donde
k € N. Sea I = N con el orden usual, y consideremos M,, = Alz]/J", donde J es el ideal
maximal (x1,...,z;). Para cada n < m, sea

Onm - M, — M,
p(xe, ... x)+J" — play,..,x) + 0

Luego (N, M,, ©nm,) es un sistema inverso.

Definicién 1.19. Sea A una categoria, (I, X, ¢nm) un sistema inverso de A, y sea Y
un elemento de Ob(A). Diremos que la familia de morfismos {¢,,: Y — X, : n € I} es
compatible con (I, X,,, @,,) si para cada n < m el siguiente diagrama es conmutativo:

y

wmt /

X

Definicién 1.20. Un limite inverso de un sistema inverso (1, X, ¢nm) €s un par (X, ¢;,)
donde X € Ob(A) y {pn: X — X, : n € I} es una familia de morfismos compatible con
(1, X, 0nm) v tal que satisface la siguiente propiedad:

U) Dado cualquier Y € Ob(.A), y una familia de morfismos {¢,,: ¥ — X,, : n € I}

compatible con (1, X,,, pnm), existe y es inico un morfismo ¢: Y — X tal que el siguiente
diagrama conmuta:

La propiedad U) se conoce como la propiedad universal del limite inverso.
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Veremos ahora que dada una categoria A y un sistema inverso (I, X,,, ©nm) de A, los
limites inversos de dicho sistema inverso son unicos salvo isomorfismos.

Teorema 1.21. [7, Proposicién 1.12] Sea (I, Xy, onm) un sistema inverso en una cate-
goria. Si (X', ¢l) y (X2, ¢2) son limites inversos del sistema inverso, entonces existe
un isomorfismo ¢: X' — X2 tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

X! ? X2

N A
X,

para cadan € 1.

Demostracién. Aplicamos la propiedad universal a (X!,pl) con la familia {2 },.cr: existe
un unico morfismo 9?2 tal que el siguiente diagrama es conmutativo, para cada n € I:

¢2

X2 X!

Repetimos con (X2, ©2) y {©}}ner : existe un tinico morfismo ' tal que el siguiente
diagrama es conmutativo, para cada n € [

X! il

X2
N G
X,

Por lo anterior, el siguiente diagrama también sera conmutativo:

X! i

2,¢)1 Xl
N G
X,

Por la propiedad universal de (X!, pl), la aplicacién ¢?1! es tinica y luego ¥?u! = Idx1.
Se razona de la misma manera con (X2, ¢2). Finalmente ¢! y ¢ son inversas una de
la otra y son tnicas. Luego tomamos ¢ = 1. O]

Teorema 1.22. [7, Proposicién 1.12] Sea (I, X,,, onm) un sistema inverso en la categoria
de los espacios topoldgicos. Sea C := 1], .; Xn y para cadan € I, sea m, la proyeccion de
C en X,,. Definimos

nel

X ={ceC: ppmmn(c) =m(c),Vn < m}
Y Pn = Tu|x para cada n € I. Entonces (X, ¢,) es un limite inverso de (I, Xp, Pnm)-

Demostracion. El conjunto C' es un espacio topoldgico con la topologia producto y X tam-
bién lo es con la topologia inducida por C. Observamos que los morfismos ¢,, son compati-
bles con (I, X, Ynm) por definicién de C'. Supongamos tener una familia {¢,,: ¥ — X, :
n € I} de funciones continuas compatible con (I, X,,, ¢nm). Debemos probar que existe y



CAPITULO 1. PRELIMINARES 12

es Unica una funcién continua ¢ : ¥ — X tal que ¢,% = 1,,. Consideremos la siguiente
funcion

(I Y —C
Yy (77Z)n(y))n€1'

Notemos que v, es continua para cada n € I, asi que 9 es continua. Ahora, para cada
m > n tenemos

anzj = wn = @nm¢m = QOnmﬂ'm'lL,

donde la primera y tercera igualdad son por lo anterior y la segunda es porque {¢,,: Y —
X :n € I} es compatible con (I, X,,, ¢nm). Por lo tanto ¥(Y) C X por definicién de X,
esto prueba la existencia.

Para la unicidad, si existiera ¢ : Y — X tal que 00" = 1, para cada n, entonces si
proyectamos 1)’ (y) en la n-ésima coordenada obtenemos 1, para cada n. Luego v =1

es la funcién pedida. O

Por el Teorema 1.21 el limite inverso de un sistema inverso es 1inico salvo isomorfismo.
En la categoria de los espacio topoldgicos resulta més practico trabajar con el limite in-
verso definido en el Teorema anterior, que denotaremos por s@Xn y llamaremos limite
muverso especial.

Un ejemplo que puede resultar interesante es un sistema inverso (I, X,,, @nm) tal que

SMX,Z = @. En el siguiente ejemplo ilustramos este caso.

Ejemplo 1.23. Sea I = N con el orden usual, y para cada n € I sea X,, = N. Para cada
n < m, sean
Onm: Xm — Xy
r+—x+(m—n).

Con esto, (I, X, ¢nm) €s un sistema inverso. Sean C' = [[ .y Xn, X = SMXH y consi-

neN
deremos m = n + 1. Luego pnmin(z) = = + 1.
Supongamos que X # &. Si ¢ = (2;)neny € X, entonces
Tn = Spn(c) = Pn(n+1)Pn+1 (C) = Tpy1 + 1

Es decir, tenemos x,,.1 = x, — 1. Luego:
ry=x0—l,zo =21 —1=20—2,...,Zp1 =2 —1=20— (n+1)
Pero si escogemos n = xy entonces x,,,1 = —1 ¢ N. Por lo tanto, tenemos que X = &.

Proposicién 1.24. Sea (I, X,,, nm) un sistema inverso donde los X, son grupos to-
pologicos Yy Ppm son homomorfismos continuos. Luego X = S@Xn es un grupo topologico
Y ©n Son homomorfismos continuos.

Demostracion. Sea C =[], .; Xn, y sobre C definimos la siguiente operacién

nel

Q: CxC—C

((n); (Un))ner = (TnYn)ner,
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donde en cada componente se aplica la respectiva operacién de cada X,,. Con esto, (C,
7,, ®) es un grupo topoldgico, donde 7, es la topologia producto.

Ahora quisieramos ver que X es un subgrupo de C', es decir, que 1¢ € X y que para
cada a,b € X, ab~! € X. Es claro que X contiene al elemento identidad. Por otro lado,
sean a, b € X. Luego:

a€ X = ppmmm(a) = m,(a)
be X = 0unmm(b) = m,(b)

Por lo tanto, como 7, y ¢, son homomorfismos de grupos se tiene:

@nmﬂm(ab_l) = @nm("rm(a)ﬂm(b_l)) = (@nmﬂm(&))(@nmﬂm(b))_l
= (mn (@) (ma (b))~
= Trn(a’bil)v

asf que ab~! € X. Esto prueba que X es un subgrupo de C. Por la Proposicién 1.4 tenemos
que X es un grupo topoldgico. Claramente las funciones ¢, = m,|x son homomorfismos
continuos. O

Definicién 1.25. Sea (X,7) un espacio topolégico. Decimos que X es totalmente dis-
conexo si los inicos subconjuntos conexos de X son los que poseen sélo un elemento.

Teorema 1.26. [7, Proposicién 1.13] Sea (I, X,, @nm) un sistema inverso de espacios
topolégicos y sea X = séiLan.

i) Si cada X, es Hausdorff o totalmente disconezo, también lo es X.
i1) Si cada X, es Hausdorff, entonces X es cerrado en C.

iii) Si cada X, es compacto y Hausdorff, también lo es X. Si ademds cada X,, es no
vacio, entonces X es no vacio.

Demostracion. Los item i) y iii) siguen de propiedades topolégicas del producto ocupando
el Teorema de Tychonoff [6, pag 147, Teor. 6.28]. El méas delicado de tratar es el item
ii), donde se utiliza el hecho de que si f,g: X — Y son funciones continuas e Y es
Hausdorff, entonces el conjunto C' = {z € X : f(z) = g(z)} es un subconjunto cerrado
de X. Luego solo reescribimos SMXn como

SMXTL = m {c € C: pummm(c) = ma(c)},

n<m

que es una interseccion arbitraria de conjuntos cerrados por la observacién anterior. Luego
slimX,, es cerrado en C. ]

Teorema 1.27. [7, Proposicién 1.14] Sea (I, Xy, @nm) un sistema inverso de espacios
topologicos no vacios, compactos y Hausdorff, y sea X = SMXn. Las siguientes son
ciertas:

i) Los conjuntos ¢, (U) conn € I, U abierto en X,, forman una base para la topologia
en X.

ii) SiY C X cumple p,(Y) = X, para cada n € I, entonces Y es denso en X.
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1) Si0:Y — X es una funcion, entonces 0 es continua si y solo si @0 es continua
para cadan € I.

Demostracion. i) Notemos que cada abierto en X se puede escribir como unién de
conjuntos de la forma

P=xn(='U,)
r=1
donde n € N, 4, € I para cada r y U, C X;, es abierto para cada r. Para probar
que los conjuntos o; '(U) con U abierto en X; forman una base para la topologia

en X, basta probar que dado a € P, existe ¢, '(U) con U abierto en X,, tal que a
€ ¢, (U) S P.

Seaa € Pyseam=max{i, :r=1,... ,n} (notemos que m existe pues por hipétesis
I es un conjunto director, luego el conjunto de los 4, tiene una cota superior), asi
que @im(am) = a; para cada i < m. Sea

U= ¢imU)
r=1

Luego U es un entorno abierto de a,, € X,, ya que ¢; ,(a,) = a;. para cada i,.
Luego ¢, (U) es un entorno abierto de a € X. Para mostrar que ¢! (U) C P, basta
notar que si b € ¢, }(U), entonces b,, € U asi que b;, = @;,;m(by) € U, para cada
r=1,...,n.

ii) Sea Y C X tal que ;(Y) = X, para cada i. Entonces para cada abierto U de X; se
tiene Y N ¢; (U) # @. Pero por i) como los ¢; '(U) con U abierto en X; forman
una base para la topologia en X, para cada x € X, existe ¢ € [ y existe U abierto
en X; tal que x € ¢; '(U) y ademds Y N ; (U) # @. Luego Y = X.

iii) Es trivial, usando propiedades de las funciones continuas.
]

Ejemplo 1.28. Sea p un nimero primo. Definimos el sistema inverso de grupos topoldgi-
cos finitos (N, Z/p"Z, ¢nm), donde cada Z/p"Z estd dotado de la topologia discreta y,
para m > n se define

Onm Z/p" L — Z7|p"Z
x4+ p"lv— x+ p 7,

que claramente es continua. Vamos a caracterizar el conjunto 7Z, := 3@1 Z/p"Z. Por la
Proposicién 1.24 Z, es un grupo topologico.
Por definicién un elemento z € Z, es de la forma z = (21, 29,...) donde z;, € Z/p"Z

y ademas el siguiente diagrama es conmutativo:

Z/p"L "7/ p L

o &

Ly,

o sea dado z € Z, se cumple @, T (2) = m,(2). Sea m = n + 1, entonces
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Znt1 + "L = Gnmi)(Znpr + D" L) = 2, + "L,
asi que obtenemos z,y; = 2, (mod p™). Dicho limite inverso se conoce como grupo de los

Enteros p-ddicos.

Ejemplo 1.29. Sea I = Z-q con el orden dado por la divisibilidad, es decir n < m si
y sélo si n|m. Para cada n € I, sea X,, = Z/nZ con la operacién de suma y dotado de
la topologia discreta. Para cada n < m, consideramos los siguientes homomorfismos de

grupo:
Onm: L/ml — Z/nZ
x +mZ — x + nZ.
Luego (I, X,, @nm) es un sistema inverso de grupos topolégicos finitos y @y, es un

homomorfismo de grupos para cada n < m. En efecto, es claro que I es un conjunto
director pues si n,m € I, basta escoger j = mem(n, m). Si m = n entonces

7 7
Pnn - /nZ 5 /nZ
T+ nl— x+nZ

Asi que ¢, = Idy,. Sean ahora n < m < k, luego :

PnmPmk (93 + kZ) = SDnm(x + mZ)
=x + n
= @ni(z + kZ)

A

Asi que (I, X,, ©nm) s un sistema inverso. Sea 7 = slimX,. Si ¢ = ()2, € Z
entonces

e +nl = m,(c)
= @nm'ﬁm(c)
= Opm(cm + mZ)
= ¢, + NZ.

Es decir, para cada n < m, ¢,, = an(mod n). En particular si m = n + 1 entonces se
obtiene ¢, 11 = ¢, (mod n). El grupo Z se conoce como Completacion Profinita de Z.

Observaciéon 1.30. Se puede probar que
7 ~ H 7y,
p primo

donde Z, denota el grupo de los enteros p-ddicos.

1.3. Grupos Profinitos

Definicién 1.31. Un grupo profinito GG es un grupo topoldgico isomorfo a un limite
inverso de un sistema inverso de grupos finitos con la topologia discreta.
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Teorema 1.32. Sea G un grupo profinito. Entonces G es Hausdorff, compacto y total-
mente disconero.

Demostracion. Si G es profinito, luego es isomorfo a un limite inverso de grupos finitos,
digamos G,,. Siendo G,, grupos topoldgicos finitos con la topologia discreta, es inmediato
que éstos son compactos, Hausdorff y totalmente disconexos. Por el Teorema 1.26 con-
cluimos. O]

Ejemplo 1.33. En los Ejemplos 1.28 y 1.29 tenemos que Z, y 7 son limites inversos de
grupos finitos, asi que ambos son grupos profinitos.

Proposicién 1.34. Sea (G, ¢,) un limite inverso de un sistema inverso (I, G, ©nm)
de grupos topologicos compactos Hausdorff y sea L un subgrupo normal abierto de G.
Entonces Ker(p,) es un subgrupo cerrado de L por alginn € I. Ademas G/L es isomorfo
como grupo topologico a un grupo cociente de un subgrupo de algin G,. St ademds cada
©n es sobreyectiva, entonces G/ L es isomorfo a un grupo cociente de algin G,,.

Demostracion. Por el Teorema 1.27, siendo L un subgrupo normal abierto de G que

contiene 1g, ¢, (U) C L, por algiin n y por algin abierto U de G,, que contiene 1 = 1g, .

Luego Ker(p,) = ¢, ({1}) C L. Asi, Ker(p,) es un subgrupo cerrado de L por algtn n.
Por el 3°" Teorema de isomorfismo, se tiene

G/L = (G/Ker(gn))/(L/Ker(gn)).

Como G/Ker(p,) ~ Im(p,) (1¢" Teorema de isomorfismo), sigue que G/L es isomorfo a
un cociente de Im(¢,,). Si ¢, es sobreyectiva, entonces Im(p,,) = G,. O

Definicién 1.35. Sea GG un grupo topoldgico y sea I una familia de subgrupos normales
abiertos de G. Decimos que [ es una base filtrada si para cada H;, Hy € I existe Hs €
I tal que H3 C Hy N Hs.

Proposicién 1.36. [7, Proposicién 1.19] Sea G un grupo topolégico e I una base filtrada
de subgrupos normales cerrados de G. Para H, N € I, definimos la siguiente relacion (de
orden) en I:

HXN&&NCH

Las siguientes son ciertas:
i) (I, =2) es un conjunto director.

i1) Los homomorfismos opyn: G/N — G/H definidos para H < N son tales que
(I, G/H, puyn) es un sistema inverso.

iii) Sea G = éﬂ@ G/H. Existe un homomorfismo continuo v: G — G con Kernel

Nuer H y cuya imagen es un subgrupo denso de G.

w) Si en 1) ademds consideramos G compacto y (\ye; H = {1a} entonces 1 es un
1somorfismo de grupos topolégicos.
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Demostracion. i) Primero mostramos que (/, <) es un conjunto director. Es claro que
=< define un orden parcial sobre I. Dados Hi, Hy € I, consideramos Hs; € I tal que
H; C HiN H,. Luego Hy =< Hz, Hy = Hj.

ii) Mostramos que (I, G/H, puy) es un sistema inverso. Si H = N entonces

gH — gH,

asi que ¢y = Idg/y. Por otro lado si H, N, K € I son tales que H = N = K luego

ounenk(9K) = oan(gN)
= orr(9K).

Por lo tanto (I, G/H, ¢gn) es un sistema inverso de grupos.

iii) Consideremos la aplicacién

Y:G—C=]]G/H
Hel
g+ (9H)ger.

Claramente ¢ es un homomorfismo de grupos, y notamos que Im(¢) C G pues dado
(9H)pmer € C se tiene:

ounen((gH)mer) = gH = pu((9H ) mer)

donde ¢y = mH|a-

Ahora recordamos que gy : G — G/H es continua en la topologia cociente, y la pro-
yeccién g : C — G/H es continua en la topologia producto, luego 1 es continua. En
efecto, notemos que

qu = PuY

Luego, por la continuidad de g, para cada abierto U en G/H se tiene que

4 (U) = (pup) ™ =~ oy (U)

es abierto. Como los conjuntos ¢3;'(U) forman una base de la topologia de G por el

Teorema 1.27 i), concluimos que v es continua. Luego 1 es un homomorfismo continuo.
Sea ahora g € G. Luego g € Ker(¢) si y sélo si gH = H para cada H € I, es decir g

€ H para cada H en [ asi que Ker(v) = (o, H.

Por otro lado, como ¢y = ¢, luego ¢u(Im(y))) = Im(qy) = G/H ya que gy es sobre-

yectiva para cada H € I. Concluimos que Im(¢)) es denso en G por el Teorema 1.27 ii).

iv) Supongamos ahora que G es compacto. Observamos que G/H es Hausdorff para cada
H € I por la Proposicién 1.6, iv). Luego G es Hausdorff por el Teorema 1.26 i).

Como v es continua, ¥(G) es compacto en G, y como éste tiltimo es Hausdorff, tenemos
que ¥(G) es cerrado en G. Como (@) es denso en G, tenemos que ¥(G) = G, asf que
1 es sobreyectiva. Si ademads Ker(¢)) = (), H = {la} entonces ¢ es inyectiva, luego es
un isomorfismo de grupos.
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Para probar que 1 es un homeomorfismo de espacios topolédgicos, basta probar que v
es una aplicacién cerrada, es decir que para cada cerrado L de G, ¥ (L) es cerrado en G.
Esto sigue de un resultado estandar en topologia por el hecho que G es compacto y G es
Hausdorff. Esto prueba que 1 es un isomorfismo de grupos topolégicos. O

Teorema 1.37. [7, Teorema 1.26] Sea G un grupo profinito. Si I es una base filtrada de
subgrupos normales cerrados de G tal que NyerH = {1g} entonces

ii) Para cada N, K cerrados en G, tenemos

N =~ limyerN/(N 0 H)

Demostracion. Las primeras dos afirmaciones son consecuencia de la Proposicion 1.36.

Para la tercera afirmacién, notemos que J = {KH : H € I} es una base filtrada de
subgrupos normales cerrados de G/ K, donde Nyer K H = K y de nuevo por la Proposicién
1.36 concluimos. []

Teorema 1.38. [7, Corolario 1.25] Sea G un grupo topoldgico. Las siguientes son equiva-
lentes

1) G es profinito.

2) Como grupo topoldgico, G es isomorfo a un subgrupo cerrado de un producto de
grupos finitos.

3) G es compacto y N{H : H es subgrupo normal abierto de G} = {1g}.

Demostracion.
1) = 2) Si G es profinito entonces existe un conjunto I de grupos finitos tal que G ~
@’LHE[ H. éste ultimo es cerrado en C' por el Teorema 1.26 ii).

2) = 8) Cada grupo finito es compacto, asi que un producto C = [] ; G de ellos también
lo es por el Teorema de Tychonoff. Siendo G isomorfo (como grupo topoldgico) a un
subgrupo cerrado G de C, luego G es compacto.

Sea I = {H: H es un subgrupo normal abierto de G'}. Sea K el kernel de la proyeccién
m; : C = Gj;. Observamos que K; es un subgrupo normal abierto de C (recordamos que
los grupos G tienen la topologia discreta). Luego N; := K, N G es un subgrupo normal
abierto de G, y luego pertenece a I. Luego NyerH C N;N; € N;K; = {14}. Siendo G
isomorfo a G como grupo topoldgico, la misma propiedad se cumple para G.

3) = 1) Sea I = {H : H subgrupo normal abierto de G}. Para cada Hi, Hy € I, cla-
ramente tenemos que H; N Hy € I, asi que I es una base filtrada. Concluimos por la
Proposicién 1.36. O]



Capitulo 2

Teoria de Galois

En éste capitulo vamos a introducir el concepto de extension de Galois para una ex-
tension cualquiera de campos, no necesariamente finita. Luego, vamos a enunciar y probar
el Teorema de Correspondencia de Galois. En el caso infinito, necesitaremos introducir
una topologia llamada Topologia de Krull. Este capitulo esta basado en las referencias
[2-5,7,9].

2.1. Extensiones de campos y Grupo de Galois

Definicién 2.1. Una extension de campos es una inclusiéon de un campo k en otro
campo K tal que las operaciones en k son inducidas por las de K. Denotamos la extension
por K/k.

Definicién 2.2. Si K/k es una extensiéon de campos luego K es un espacio vectorial
sobre k. La dimensién de éste se llama grado de la extension y se denota por [K : k.
Diremos que K/k es una extensidn finita si [K : k| es finito.

Sea K /k una extensién de campos y sea a € K. Consideremos la aplicacién
Yo: k] — K
p(z) — p(a).

Notemos que @u(p + q) = @a(p) + 0a(@) ¥ ©a(pq) = wa(p)pal(q), asi que @, es un ho-
momorfismo de anillos. Como Ker(p,) es un ideal de k[z] y K es un dominio integro,
Ker(p,) es un ideal primo de k[x]. Por otro lado, siendo k[z] es un dominio por ideales
principales, hay dos casos: Ker(y,) = {0} y decimos que a es trascendental, o bien
Ker(pa) = (pa(z)) donde p,(x) es ménico e irreducible sobre k[z], y en este caso decimos
que a es algebraico. El polinomio p,(z) se llama polinomio minimo de a.

Definicién 2.3. Sea K/k una extension de campos. Diremos que K /k es una extension
algebraica si cada a € K es algebraico sobre k.

Teorema 2.4 (de Kronecker). Sea k un cuerpo y p(z) € k[x] un polinomio de grado
n > 1. Luego existe una extension K/k tal que K contiene una raiz o de p(x).

Demostracion. Descomponemos p(x) en factores irreducibles sobre k[z]:

p(x) = pi(x) - - pm ().
El campo K pedido es K := k[z|/(p1(x)) y una raiz es « = = + (p1(x)). O

19
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Definicién 2.5. Sea p(z) € k[z]. Un campo de descomposicion de p(z) es una exten-
sién de campos F'/k que contiene todas las raices de p(z) y es la més chica que cumple
con esto.

De ésta definicién surge la siguiente pregunta: Dado un polinomio p(z) € k[x], ; Siempre
existe un campo de descomposicién para p(x)? La respuesta es si y lo probamos en la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.6. [3, Proposicion 2.4] Para cada p(z) € k[z], existe una extension F/k
tal que F' es campo de descomposicion de p(x) y [F : k] < (deg(p))!.

Demostracion. Por induccién sobre n = deg(p). Si n = 1 entonces tomamos F' = k.

Supongamos que deg(p) > 1. Por el Teorema 2.4 existe un campo F; := k(ay) tal que
p(a1) = 0. Luego p(z) = (x — a1)q(z), donde deg(q) = deg(p) - 1. Usando la hipdtesis de
induccidn, existe un campo de descomposicién Fy := F(as, ..., a,) de g(x) sobre Fj. Por lo
tanto p(z) = (x — ay)...(r — a,) en Fy[z] y F = k(ay, ...,a,) es campo de descomposicion
de p(x) sobre k. Concluimos aplicando la Ley de la Torre [2, pag 6, Teor. 1.1.6]. O

Definicién 2.7. Sea K/k una extensién de campos. Diremos que K/k es normal si
cualquier polinomio irreducible en k[z] que tiene una raiz en K, tiene todas las raices en

K.

Teorema 2.8. [2, Teorema 1.4.2] Sea K/k una extension de campos. Las siguientes son
equivalentes:

a) K/k es finita y normal.
b) K es campo de descomposicion de algin polinomio p € k[z].

Demostracion. Ver [2, Teorema 1.4.2].

Definicién 2.9. Sea K/k una extensién algebraica de campos.

i) Un polinomio p € k[z] no constante es separable si no tiene raices miltiples en un
campo de descomposicién.

ii) Un elemento a € K es separable si p,(x) € k[z] es separable.
iii) La extensiéon K/k es separable si cada a € K es separable.

Definicién 2.10. Sean L, K dos campos. Un isomorfismo de L en K es una funcion
o: L — K que satisface las siguientes propiedades para cada a,b € L:

a) ola+b) = o(a) + o(b),

Un automorfismo de K es un isomorfismo K — K.

El conjunto de automorfismos de un campo K con la composicién de automorfismos
forma un grupo que denotamos por Aut(K).



CAPITULO 2. TEORIA DE GALOIS 21

Definicién 2.11. Sean k£ C L C K extensiones de campos. Un isomorfismo ¢ de L en
K se llama k-isomorfismo si o(a) = a para cada a € k. Si K = L entonces o se dice
k-automorfismo.

Definicién 2.12. Sea K/k una extension de campos. Definimos el Grupo de Galois de
K/k como:

Gal(K/k) = {0 € Aut(K) : o(a) = a, Va € k}.
Notemos que Gal(K/k) es un subgrupo de Aut(K') con la composicion.

Definicién 2.13. Sea K/k una extensién de campos, y sea G un subgrupo de Gal(K/k).
Definimos el campo fijo por G como

K¢={reK:o(x)=1zVoecG}

Teorema 2.14 (Extensiéon de Isomorfismo). [5, Proposicién 2, §10] Sean K/L y L/k
extensiones algebraicas de campos con K/k normal y sea o: L — K un k-isomorfismo.
Eziste un k-automorfismo 7: K — K tal que 7(a) = o(a), para cada a € L.

Demostracion. Sea G el conjunto de los pares (F', p) tales que F' es un campo con L C
F C Ky pesun k—isomorfismo F' — K que cumple p|;, = 0. Si (Fi, p1) v (Fy, ps) estan
en G, ponemos (Fy, p1) < (Fy, po) si Fy C Fy y también p; = pa|g,. Luego (G, <) es un
conjunto parcialmente ordenado y no vacio pues (L, o) € G. Ademas, claramente cada
cadena en G tiene una cota superior. Por el Lema de Zorn, G tiene elemento maximal,
digamos (F', p'). Vamos a mostrar que F' = K.

Supongamos que existe a € K tal que a ¢ F'. El polinomio minimo p,(z) € k[z] tiene
una raiz en K y luego se descompone en K|z| por ser K/k normal. Escribimos p,(z) =
f(2)g(x), donde f(x) es el polinomio minimo de a sobre F' y g(z) € F'[x]. Luego p,(x)
= (p @) (p g)(x) y por lo tanto (p f)(z) se descompone en K[z]. Sea a; una raiz de
(p f)(z) en K, luego existe un k-isomorfismo p’ de F'(a) sobre p F'(ay) tal que p’(a) =
a; y ademds p' | = p' | . Por lo tanto (F', p') < (F'(a), p"), lo cual es una contradiccion.
Asique F' = Ky p = 7 es el k-isomorfismo pedido. O]

Definicién 2.15. Sea K/k una extensién algebraica de campos. Diremos que la extension
K /k es de Galois si es normal y separable.

En algunos textos de Teoria de Galois clasica se define una extension de Galois como
una extensién K/k que cumple K¢ K/k) — k. En el siguiente Teorema mostraremos que
ésta condicion es equivalente a la dada en la definicién anterior, tanto en el caso finito
como en el caso infinito.

Teorema 2.16. [5, Teorema 20, §10] Sea K/k una extension algebraica de campos. En-
tonces K/k es una extension de Galois si y solo si KGUE/R) = k.

Demostracion. =) Serd suficiente mostrar que KGaK/R) C | Sea a € KGaK/k) y sea
pa(z) € k[z] su polinomio minimo. Como la extensién K/k es normal, p,(z) tiene todas
sus raices en K. Luego existe un campo de descomposicién L de p,(x) y la extensién
L/E es normal y finita por el Teorema 2.8. Por otro lado, siendo K/k separable, p,(x) es
separable y luego L/k es una extensién de Galois finita.

Sea ahora o € Gal(L/k). Por el Teorema 2.14 existe 7 € Gal(K/k) tal que 7(b) = o(b)
para cada b € L. Pero a € K¢ /®) implica que a = 7(a) = o(a), es decir a € LEUE/F)
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= k [5, Teorema 4].

<) Sea a € K y consideremos el conjunto A = {o(a): 0 € Gal(K/k)}. Notemos que,
siendo @ una raiz de p,(z), y 0 € Aut(K), entonces

0=0(0) = d(pa(a)) = U(Z ba') = Zbia(a)

Luego o(a) es también una raiz de p,(z). Por lo tanto dicho automorfismo actia como
permutacién sobre A.

Definimos el polinomio f(x) = [[,c4(z — b) y notamos que sus coeficientes estdn en
KGlK/R) — L pues por lo anterior cada o € Gal(K/k) actiia como permutacién sobre
las raices de p,(z). Luego f(z) divide a p,(z) pero como p,(z) es el polinomio minimo
de a la unica opcién es que f(z) = py(x). Por lo tanto a es separable para cada a € K y
entonces la extensién K/k es separable, y la normalidad es inmediata. O]

Proposicién 2.17. [3, Proposicién 7.3] Sea K/k una extension de Galois. Para cualquier
campo entremedio k C L C K, la extension K/L es también de Galois.

Demostracion. Sea p(x) € L[z] irreducible que tiene una raiz a en K. Como K/k es
normal y separable, p,(z) € k[x] tiene todas sus raices distintas en K. Finalmente como
p(z) divide a p,(x) en L[z], entonces p(x) tiene todas sus raices distintas en K. O

2.2. Caso finito

En esta seccion vamos a recordar el Teorema de correspondencia de la Teoria de
Galois clasica. Veremos un ejemplo para recordar su aplicacion y finalmente vamos a ver
un ejemplo en el cual dicho Teorema no es verdadero, ver [2, Teorema 2.4.1].

Teorema 2.18 (Correspondencia de Galois, caso finito). Sea K/k una extension de Galois
finita. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

1. Para cada campo F entremedio k C F C K, se tiene
KGAK/F) — |Gal(K/F)| = [K : F] [Gal(K/k) : Gal(K/F)] = [F : k]

Ademds, F/k es de Galois si y solo si Gal(F/k) es un subgrupo normal de Gal(K /k).
En este caso tenemos el siguiente isomofismo

Gal(F/k) = CUEIR) /ey
2. Para cada subgrupo H de Gal(K/k) se tiene

Gal(K/K") =H  [K:K"] =|H|  [K":k =[Gal(K/k): H]
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Ejemplo 2.19. Vamos a aplicar el Teorema de Correspondencia a la extensién Q(¢)/Q,
donde ( es una raiz primitiva 7-ésima de la unidad. Es claro que dicha extensién es normal
y separable, luego es de Galois. La Teoria de Galois clasica nos dice que

Gal(Q(¢)/Q) = (Z/7Z)" = Z/6Z.

Sea 7 € Gal(Q(¢)/Q) tal que T( ) = (3 Luego Gal(Q(¢)/Q) = (7). Los subgrupos de
Gal(Q(¢)/Q) no triviales son (73) y (72), de 6rdenes 2 y 3 respectivamente. Sabemos
que los campos entremedlos de Q(¢)/Q que se corresponden con dichos subgrupos de
Gal(Q(¢)/Q) son Q(O)™ y Q(¢){™). Vamos a Caracterlzar dichos campos.

Sea a = ( +( = ¢+ ¢ . Notemos que a € Q(¢)™ y por lo tanto Q(a) C @(C)<TS>
Ademas, la inclusién Q(a) C Q(() tiene grado < 2, porque ¢ es raiz del polinomio 22 —
ax+1 € Q(a)[z]. Por otro lado sabemos que Q(¢)/ @( )™} tiene grado dos. Aplicando la
Ley de la Torre a la cadena de inclusiones

Q(a) C Q)™ C Q)

se concluye que Q(a) = Q(¢).

Falta caracterizar el subcampo Q). Para ello, recordamos que una base para la
extension Q(¢)/Q es B = {1,¢(,¢?,¢3,¢4, ¢°}. Por lo tanto si b € Q((), entonces existen
unicos «o; € Q, 1 =0, ..., 5 tales que

b= g+ a1+ @l + a3’ + ault + a5’ (1)
Asi que b € Q™) si y sélo si

b = 7%(b)
= ap+ a1+ ol + asC® 4+ au® + as¢
= g+ agC+ A+ asC® + asl* + asct
= (o0 — 3) + (g — @3)¢ + (a1 — a3)¢? + (o5 — a3)¢ + (an — as)¢! — as(®

donde la ultima igualdad es porque 1 +¢ + 2+ G+ + 5+ =0,
De la igualdad anterior y de (1) se deduce que ag = a5 = 0,y oy = a2 = ay. Por lo
tanto b € Q) si y s6lo si b = a+c(C+(2+(*), con a, ¢ € Q. Luego Q<> = Q(¢+(2+¢?).

Por 1ltimo, vamos a ver un caso particular de una extensiéon de grado infinito en el
que no es posible aplicar el Teorema de Correspondencia.

Ejemplo 2.20. Dado p un ntmero primo, sea [, el campo finito con p elementos y sea
F su clausura algebraica. La extension IF/IF, es infinita, normal y separable, luego es de
Galois.

Sea H el subgrupo de Gal(F/F,) generado por el homomorfismo de Frobenius x +— z?.
Observamos que el campo fijo de H y Gal(F/F,) es F,,. Mostraremos que H # Gal(F/F,).
Supongamos por absurdo que H = Gal(F/F,).

Recordemos que dado m € Z-g, existe un subcuerpo de F con p™ elementos. Para
cada k € Z~, sea F}, el subcuerpo de F con ka elementos. Luego se obtiene una sucesién
creciente Fy C Fy... C F C Fiyy... de subcampos de F. Definimos Q := (o, Fx vy
notamos facilmente que §2 es un subcampo propio de I, pues si j es un entero que no es
de la forma 2%, entonces F contiene un subcuerpo con p’ elementos que no esté contenido

en ).
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Por la Proposicion 2.17 F/Q es de Galois. Como F # 2, luego Gal(F /) no es trivial.
Sea 7 € Gal(F/) distinto de la identidad. Por hipétesis 7(y) = y*" para algin n €
Z~o v para cada y € F. Luego todos los elementos de € serian raices de 2" — x, una
contradiccion.

Asi, mostramos que F, es el campo fijo de dos subgrupos distintos de Gal(F/F,): H
y Gal(F/F,). Luego no hay una biyeccién entre campos entremedios F, C M C F y
subgrupos de Gal(F/F)).

2.3. Caso infinito

En ésta seccion vamos a enunciar y probar el Teorema de Correspondencia en el caso
infinito. Para ello, vamos a introducir una Topologia sobre el grupo de Galois de una
extension algebraica K/k infinita.

Consideremos una extensién K /k de Galois infinita. Definimos los siguientes conjuntos:
F={L:kCLCK tal que L/k es de Galois y finita}
N ={Gal(K/L): L € F}
y vamos a definir sistemas inversos que son indexados por F y N.

Sobre F definimos el siguiente orden parcial: Ly <z Ly < L; C Lo. A partir de esto,
para L <z L', definimos los homomorfismos continuos:

orr:  Gal(L'Jk) — Gal(L/k)
or—0olg.

Para L <y L', ¢,/ esté bien definida (porque L/k es normal), ademés ¢ (0) = 0|, =
o, entonces ¢rr, = IdGar/k). Finalmente para L; < Ly < Lg:

(90L1L2 © QOL2L3)<O-) = PLiLy (U|L2) - U|L1 = PLiL3 (0-)’

para cada o € Gal(L3/k). Esto prueba que (F, Gal(L/k), ¢, ;) es un sistema inverso en
la categoria de grupos topoldgicos.

Proposiciéon 2.21. [7, Lema 2.1] Sea K/k una extension de Galois infinita, y H =
Gal(K/L) € N. Entonces H es un subgrupo normal de Gal(K/k) y

Gal(L/k) ~ Gal(K/k)/Gal(K/L).
Demostracion. Consideremos la aplicacion

¢: Gal(K/k) — Gal(L/k)
ool

Dado 7 € Gal(L/k), por el Teorema 2.14 existe 7 € Gal(K/k) tal que 7|, = 7 asi
que ¢ es sobreyectiva. Luego notemos que si ¢(o) = ol = Idy, entonces o fija todos los
elementos de L y luego Ker(y) = Gal(K/L), esto prueba la normalidad de Gal(K/L).
Por el 1¢" Teorema de isomorfismo, se tiene lo pedido. O
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Definimos ahora un sistema inverso que se indexe con N. Sobre N, definimos el si-
guiente orden parcial: Hy <, Hy & Hy C H;. Consideramos las aplicaciones

oy Gal(K/k)/H — Gal(K/k)/H
oH — oH.

Notemos que para H <, H', ¢ ' estd bien definida y es un homomorfismo continuo.
Por lo tanto (N, Gal(K/k)/H, @) es un sistema inverso en la categorfa de grupos
topoldgicos.

Observacién 2.22. Para cada H € N, sea

qu: Gal(K/k) — Gal(K/k)/H
oc—ocH

Notemos que ¢ © ¢ = qu, para cada H, H' € N tales que H <, H. Asi que
la familia de morfismos {qy: Gal(K/k) — Gal(K/k)/H : H € N'} es compatible con el

sistema inverso definido anteriormente.
Observacion 2.23. De manera similar se puede probar que la familia
{nr: Gal(K/k) = Gal(L/k) : L € F}
donde 7. (0) = o|r, es compatible con (F, Gal(L/k), ¢ ;/).
Observacién 2.24. Para cada L, L' € F con L <y L'y para cada H = Gal(K/L) y
H = Gal(K/L') € N con H <, H el siguiente diagrama es conmutativo

Gal(K /k)/H 2 Gal(K k) H

-] ]:

Gal(L'/k) Gal(L/k).

Py’

Por lo tanto slimgen Gal(K/k)/H y slimper Gal(L/k) son isomorfos. Definimos
G = limpex Gal(K/k)/H, G :=limper Gal(L/k).
Por la Observacién 2.22 y la Propiedad U) existe y es unica una aplicacién
v: Gal(K/k) — G

tal que el siguiente diagrama conmuta para cada H € N

Gal(K/k) —% Gal(K/k)/H
WCLTY /

Por otro lado, sigue de la Observacién 2.23, que el siguiente diagrama también es conmu-
tativo para cada L € F:

Gal(K/k) -~ Gal(L/k)

s

G
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donde (o) = (0|r)rer ¥y nr(0) = o, para cada o € Gal(K/k).
Siendo el diagrama anterior conmutativo, por la propiedad universal ¢ debe ser tnico,
asi que v = o) donde o : G' — G es el isomorfismo definido anteriormente.

En breve veremos que en realidad v es un isomorfismo de grupos topoldgicos.

Lema 2.25. [4, Lema 17.1] Sean a4, ...,a, € K. Luego existe L € F tal que ay,. .. ,a, €
L.

Demostracién. Sea L el campo de descomposicién de p(x) = pg, (z) - pa,(z) € klz].
Claramente L/k es normal por el Teorema 2.8. Como K/k es separable, entonces L/k lo
es también. Luego L/k es de Galois. Finalmente [L : k] < deg(p)! < oo por la Proposicién
2.6. Asi que L € F. m

De esto sigue inmediatamente el siguiente.

UJr=x

LeF

Corolario 2.26.

Ejemplo 2.27. Vamos a ver un ejemplo de extensiéon infinita. Sean py,...,p, primos
distintos entre ellos y sea g otro primo distinto de los p;. Primero probamos que /g ¢
QB VP,

Por induccién sobre n. Sin = 1 entonces el polinomio minimo de /p; sobre Q es g(z)
= z? —p; y luego [Q(y/p1) : Q] = 2, por lo tanto una base de Q(,/pr) sobre Q es {1, \/p1}.
Si /g € Q(y/p1) entonces existen a,b € Q tales que /g = a + b\/p;. Notemos que esto

. : a2 p? o
no es cierto pues si a,b # 0 entonces /p; = =42 € Q lo cual es una contradiccion.
(Los casos a y/o b nulos son obvios)

Supongamos que esto es cierto hasta n — 1y sea L = Q(,/p1, ..., \/Pn—-1)-

Como p,, # p; para cada i € {1,..,n — 1} por hipétesis de induccién /p, ¢ L y luego el
polinomio minimo de /p, sobre L es f(z) = x* — p,. Luego [L(y/pn) : L] = 2 y una base
de L(y/pn) sobre L es {1, \/pn}.

Si \/q € L(,/pn) entonces existen a,b € L tales que \/q = a + by/p,. Pero si a,b # 0
entonces /p, = % € L lo cual es una contradiccién (los casos a y/o b nulos son
faciles de notar).

Bajo las mismas condiciones sobre los p;, probamos ahora que [Q(\/p1,.-.,1/Pn) : Q] =
2",

Por induccién sobre n. Si n = 1 entonces p(z) = x
/P1 sobre Q asi que [Q(y/p1) : Q] = 2.

Supongamos cierto para n — 1y sea L = Q(\/p1,...,/Pn-1). Luego L(\/m =

Q(\/P1;---,+/DPn). Como p; # p; para cada i # j, por lo anterior tenemos que /p, ¢
L asf que el polinomio minimo de /p, sobre L es p(x) = x? — p,,. Luego por la Ley de la

Torre

2 _ py es el polinomio minimo de

[L(v/pn)  Q = [L(V/pn) - L][L - Q)
=2-2""1 (Hipétesis de induccién)
= "

Demostramos ahora que la extensién [Q(\/p1, - - ., /Dn, -..) : Q| es infinita:
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Supongamos por absurdo que sea finita y que [Q(\/p1,---,+/Pn,---) : Q = a con a €
Z~p. Luego

a=[Q(P1 - sPrs---): Q
— [Q(/D1L, - /Prs - ) QDL -+ /0] - QP - - -5 /D) : Q)
=22" (conz=[Q(/P1:---s\DPn>---): QD155 /Dn)])

> 2",
Es decir 2" < a para cada n € N, lo cual es absurdo.
Teorema 2.28. [7, Proposicién 2.5] La aplicacion definida por
Y Gal(K/k) — 5% Gal(L/k)
o +— (0|L)Ler,
donde K/k es una extension de Galois infinita, es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Recordamos que Ly <z Lo si y sélo si Gal(Ly/k) < Gal(La/k). Luego si
a € Ly < Ly entonces 0|, (a) = o|r,(a), luego ¢ estd bien definida. Para la inyectividad,
es suficiente probar que si (1) = (1) er entonces 7 = 1k, pero si esto es cierto entonces
7|, = 1 para cada L € F. Luego por el Corolario 2.26 tenemos que 7 = 1.

Para la sobreyectividad, sea (7.)er € slimper Gal(L/k), y definimos 7 € Gal(K/k)

como sigue. Sea a € K. Por el Corolario 2.26 existe L € F tal que a € L. Luego se define
7(a) : = 11(a) para dicho L. De este modo definimos 7 para cada a € K. Esto prueba la
sobreyectividad. O

Mas adelante se probara que si a Gal(K/k) se le equipa con la topologia de Krull y a
slimper Gal(L/k) con la topologia de subespacio, dicha aplicacién es un isomorfismo de

grupos topolégicos.

Lema 2.29. [4, Lema 17.3| Para cada 0 € Gal(K/k), se tiene

() oH = {0}

HeN

Demostracion. Sea o) € NgenoH y sea © € K. Por el Corolario 2.26 existe L € F tal
que z € L. Sea H = Gal(K/L), luego oi)(x) = o(x) para cada ¢ € H.
Asi que NyenoH = {o}. ]

2.4. Topologia de Krull

En ésta seccién vamos considerando una extensiéon K /k infinita algebraica y Gal(K/k)
el grupo de Galois de dicha extension. Sobre éste grupo vamos a definir una topologia
compatible con la estructura de grupo que nos permitird establecer una versién general
del Teorema de correspondencia de Galois.

Definicién 2.30. Sean K/L;, K/L, dos extensiones de campos. Se define el composi-
tum de L, y Ly como el subcampo mas pequeno de K que contiene a Ly y Lo, y se denota
por Ly L.
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Proposicion 2.31. Si Ly, L, € F, entonces L1Ly € F.

Demostracion. Notemos que [L1Ls : k] < [Ly : k][Ls : k|. En efecto, sean {z1,...,z,,} una
base de L; sobre ky {y1,...,y,} una base de Ly sobre k, asi que [Ly : k] =my [Ly: k] =
n. Por otro lado, [L1Ly : L1] < nya que LyLy = Li(y1,...,yn). Finalmente notamos que

[LiLo : k] = [L1Lsy : Ly][Ly : K| (por Ley de la Torre)
<nm =[Ly: k|[Ls : k]

Esto prueba que L;Ls es finita. Para probar que es de Galois s6lo basta notar que L;Lo
=k(z1,. ., Tm,Y1,.--,Yn) y como Li/ky Ls/k son de Galois, LiLs/k también lo es. [J

Proposicién 2.32. (7, Lema 17.4] Si Hy, Hy, € N entonces HH N Hy € N.

Demostracion. Si Hy = Gal(K/Ly) con Ly € Fy Hy = Gal(K/Ls) con Ly € F, mostramos
que H1 N H2 = Gal(K/Lng)

Sea 0 € Hy N Hy, entonces o(a) = a para cada a € Ly y o(b) = b para cada b € Ls.
Luego o(ab) = ab, asi que 0 € Gal(K /Ly Lsy). Por otro lado, si 0 € Gal(K /Ly Ls) entonces
o(ab) = ab para cada a € Ly y b € Ly. Con a = 1, tenemos o(b) = by con b = 1y,
tenemos o(a) = a, asi que o € Hy N Hy. Concluimos por la Proposicién 2.31. O

Definicién 2.33. Sea K/k una extension de Galois infinita. Definimos la Topologia de
Krull en Gal(K/k) como sigue: un subconjunto H de Gal(K/k) es abierto si H = @ o
H = Uie[aiNi? con o; € GCLZ(K/]C) y Nl € N

Notemos que siendo k/k una extension de Galois finita, Gal(K/k) € N
Resta verificar que la interseccién de dos abiertos es abierta, para que la definicién anterior
tenga sentido. Sabemos que para cada o € Gal(K/k) y cada H € N, 0 H es abierto. Sean
01,09 € Gal(K/k) y Ny, Ny € N. Consideremos ¢ € o;N; N 0y N,. Luego oy Ny = ' N,
y 09Ny = o N, asf que

0'1N1 N O'QNQ == O',Nl N O'INQ == O',<N1 N Ng) € N
por la Proposicion 2.32.

Denotamos por 7 a la Topologia de Krull. Con esto, (Gal(K/k), Txk) es un espacio
topologico.

Proposicién 2.34. [7, Proposicién 2.13] Sea K/k una extension de Galois infinita. Sea
Gal(K/k) dotado con la topologia de Krull, y sea G = slimper Gal(L/k) dotado con la

topologia de subespacio (Gal(L/k) es compacto, Hausdorff y totalmente disconexo para
cada L € F).

Luego la aplicacion
Y Gal(K/k) — slimper Gal(L/k)
o — (0lr)Ler

es un isomorfismo de grupos topoldgicos.
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Demostracion. Por el Teorema 2.28 ya tenemos que ¢ es un isomorfismo de grupos, falta
probar la bicontinuidad.

Daremos por hecho que B = Upcr {7;'({0}): 0 € Gal(L/k)} es una subbase para la
topologfa en G, donde 77, : G — Gal(L/k) es la proyecciéon natural (B C P(X) es una
subbase para una topologia en X si la familia de interseciones finitas de elementos de B
forma una base para una topologia en X).

Para mostrar que 1 es continua, mostramos que la preimagen de un cualquier abierto
en B es abierto en Gal(K/k). Tenemos que:

v ({o}) = {v € Gal(K/k) 14| = 0} = Usecassry 7Gal(K/L),

donde ~ debe cumplir |, = o y el ultimo es abierto por definicién de la Topologia de
Krull, esto prueba la continuidad de .

Para mostrar la continuidad de ¢! es suficiente probar que 7 es una aplicacién abierta.
Sea 0 H un bésico en Gal(K/k), asi que 0 € Gal(K/k) y H = Gal(K/F) para algin F
en JF. Luego

Y(oH) ={(o7|L)reF : Tlr = 1r}
={(ple)rer : 07 plr = 1p} (conoT = p)
= {(P|L)Lef : P‘F = U!F}

= ({olr}),

donde 7p: slimGal(L/k) — Gal(F/k) es la proyeccién. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo
de grupos topoldgicos. O]

Corolario 2.35. (Gal(K/k), Tk, -) donde
: Gal(K/k) x Gal(K/k) — Gal(K/k)

(01,0%) — 0109
es un grupo topoldgico.

Corolario 2.36. Si K/k es una extension de Galois infinita, (Gal(K/k), Tk) es un
espacio topolégico compacto, Hausdorff y totalmente disconezo.

Demostracion. Por la Proposicién 2.34 Gal(K /k) es isomorfo a un limite inverso de grupos
finitos, asi que es profinito, y por el Teorema 1.32 es Hausdorff, compacto y totalmente
disconexo. ]

2.5. El Teorema de Correspondencia de (zalois

Terminamos con una ultima proposicion y pasaremos a enunciar y probar el Teorema
Fundamental de la Teoria de Galois infinita.

Lema 2.37. Sean k C L C K extensiones, donde K/k es de Galois infinita, G =
Gal(K/k) y H = Gal(K/L). Entonces H' es cerrado en G.

Demostracion. Sea o € G\ H. Entonces existe a € L tal que o(a) # «a. Por el Corolario
2.26 existe £ € F con a € E. Sea N = Gal(K/FE). Para cada 7 € N se cumple 7(«) = «
y o7(a) = o(a) # a. Entonces 0N es un entorno abierto de o disjunto de H. Esto implica
que G\ H es abierto, y luego H es cerrado en G. O
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Proposicién 2.38. [3, Propoicién 7.11 b)] Sea K/k una extension de Galois infinita y
H un subgrupo de Gal(K/k). Si L = K y H = Gal(K/L), entonces H = H, donde H
es la clausura topologica de H.
Demostracion. Es claro que H C H' y H' es cerrado por el Lema 2.37, asi que H C H'.

Mostramos ahora que H C H.Sea o € H, E € Fy N = Gal(K/E) € N. Conside-
remos Hy = {p|g : p € H} que es subgrupo de Gal(E/k) y notemos que E#o = LN E.
Por el Teorema de Correspondencia de Galois finito, Hy = Gal(E/E N L).
Por otro lado, como o € H', olr = 1z, luego o|g € Hy. Por lo tanto existe 7 € H tal que
7| = o|p. Luego 077 € Gal(K/E) y 7 € 0Gal(K/E) N H. Es decir, para cada o € H',
existe N € N tal que coN N H # @, asi que 0 € H.

[

Teorema 2.39 (Correspondencia de Galois, caso infinito). [7, Teorema 2.17] Sea
K/k una extension de Galois infinita y sea Gal(K/k) dotado con la Topologia de Krull.

1) Las aplicaciones L — Gal(K/L) y H — K nos entregan una correspondencia

uno a uno que revierte la inclusion, entre los campos entremedios k C L C K y los
subgrupos cerrados H de Gal(K/k).

2) Si L se corresponde con H, las siguientes son equivalentes
a) [Gal(K/k) : H] es finito,
b) [L: k] es finito,
c) H es abierto.

3) Si2) es cierta entonces [Gal(K/k) : H] = [L : k.

4) St H = Gal(K/L) es un subgrupo cerrado de Gal(K/k), entonces H es normal si
y solo si Lk es de Galois y luego tenemos el siguiente isomorfismo de grupos

Gal(K/k)/H ~ Gal(L/k).

Demostracion.

1) Sean k C L C K extensiones de campos. Por la Proposicién 2.17 K/L es una extension
de Galois, asf que L = KCUK/L),

Si H es un subgrupo cerrado de Gal(K/k), por la Proposicién 2.38, si L = K entonces
Gal(K/L) = H = H. Esto prueba la correspondencia.

2) Supongamos que Ly H se correspondan.

a) = ¢) Como [Gal(K/k) : H] es finito y H es cerrado, entonces H es abierto por la
Proposicién 1.6 i).

¢) = b) Si H= Gal(K/L) es abierto, entonces existe N € N tal que N C H. Si E =
KN entonces L C E'y E € F asi que [E : k] es finita.
Luego por la Ley de la Torre, [E : k| = [E : L][L : k] asi que [L : k| es finito.

b) = a) Si[L : k] es finito, entonces escojemos E € F tal que L C F (se puede por el Lema
2.25) y N = Gal(K/E). Entonces N C H y luego [G : H] < [G : N]y este ultimo es finito.

3) Si 2) es cierta, entonces H = Gal(K/L) € N,y por la Proposicién 2.21 se tiene
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Gal(K/k)/Gal(K/L) ~ Gal(L/E).

Luego, como L/k es finita, usamos el Teorema de Correspondencia de Galois finito:

|Gal(K/k) : H) = [Gal(K/k) : Gal(K/L)] = |Gal(L/k)|
=[L: k|

4) =) Supongamos que H = Gal(K/L) es un subgrupo cerrado y normal de Gal(K/k).
Sea a € Ly pu(x) su polinomio minimo sobre k. Si b es otra raiz de p,(z), existe o €
Gal(K/k) tal que o(a) = b. Si 7 € H, entonces

7(b) = o(c7'70(a)) = o(a) = b.

Thus b € K = L. Asf que L/k es normal y es separable porque K/k lo es, luego L/k es
de Galois.

<) Supongamos que L/k es de Galois. Entonces la aplicacion 7 : Gal(K/k) — Gal(L/k)
dada por 7(0) = ol esta bien definida (porque L/k es normal) y Ker(r) = Gal(K/L)
= H. Ademas 7 es sobreyectiva por el Teorema 2.14 y finalmente por el 1¢" Teorema de
isomorfismo tenemos

Gal(K/k)/Gal(K/L) ~ Gal(L/k).
[l

Para concluir, notamos que al desarrollar esto en una extensién K/k que es finita,
vamos a obtener el Teorema de Correspondencia clésico. En efecto, la topologia de Krull
en el grupo de Galois de una extension finita es la topologia discreta, luego sus subgrupos
son abiertos y cerrados a la vez.

Veremos un tltimo ejemplo para finalizar con este documento.

Ejemplo 2.40. Como en el Ejemplo 2.20 sea p primo, [F,, el campo con p elementos y
F su clausura algebraica. Siendo F/F, una extensién de Galois, para cualquier campo L
entremedio, F/L también es de Galois por la Proposicién 2.17. Ahora bien, si n € Z+
sea Fn el campo con p™ elementos. Por lo anterior tenemos que F/F,» es de Galois.

Por el Teorema 2.28, Gal(F/F,) y slim Gal(Fy/F;) son isomorfos como grupos to-
poldgicos.

Por otro lado, la Teorfa de Galois clasica nos dice que Gal(F,»/F,) ~ Z/nZ y sobre
ambos consideramos el orden inducido por la divisibilidad.

Luego el siguiente diagrama conmuta para cada n,m € Z-gconn < m

Gal(Fpm /Fy) L Gal(Fpr /Fp)

NT T~

Z/mZ Z/nZ.

Ynm

Por lo tanto
Gal(F/F,) = slim Gal(Fyn /F,) = slim Z/nZ = Z,

donde Z es la completacion profinita de Z del Ejemplo 1.29.
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