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Introduccion

En la segunda mitad del siglo XX, A. F. Monna y T. A. Springer [5]| construyeron los
cimientos de la Teoria de Integracion No-Arquimedeana. Ambos estudiaron funciones
definidas en un espacio topologico cero-dimensional localmente compacto que alcanza-

ban valores en un campo valuado no-arquimedeano.

Mas tarde, en el 1969, W. H. Schikhof y A. C. M. van Rooij [8], demostraron que la
condicion de compacidad local sobre el espacio dominio no era necesaria. Y luego, dos
anos més tarde, Schikhof obtiene un teorema analogo al Radon-Nikodym de la teoria

arquimedeana [6].

Tres décadas después, J. N. Aguayo junto a T. E. Gilsdorf, logran generalizar la
teoria, considerando medidas e integrales vectoriales con valores en espacios normados
[2]. Ese mismo anio, Aguayo generaliza a valores en un espacio de Banach el teorema

dado por Schikhof [1].
En esta tesis se expondra detalladamente el trabajo de Schikhof y van Rooij para
luego, basandonos en lo hecho por Aguayo y Gilsdorf, generalizar la teoria a valores

vectoriales en un espacio topolégico cero-dimensional localmente convexo.

Finalmente, a través de este estudio, se presentara y demostrara una version analoga

del Teorema de Radon-Nikodym bajo este mismo escenario.
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Una construccion diferente

El siguiente ejemplo nos muestra que, de seguir las pautas de la Teoria de la Medida
en el sentido clasico dentro del contexto no-arquimedeano, nos podriamos encontrar con

comportamientos no deseados.

Ejemplo 1. Sea (K,|-|) un campo con una valuacion no arquimedeana completo con
respecto a la ultramétrica inducida de manera natural por dicha valuacion. Sea X un
espacio ultramétrico compacto, ) su o-dlgebra de Borel y u : Q@ — K una funcion o-

aditiva tal que para cada a € X, p({a}) = 0. Se tiene que p = 0.

En efecto, sean' Y € Q ye > 0. Para a € X definimos
Ry={zeX:|z—al>1}

1 1
n e N\ {0}, R, {xEX n+1<|x a|_n}

La coleccion {{a}} {R, :n=0,1,2,...} esun cubriento disjunto dos a dos del espacio
X. Ast, Y N{a},Y N Ry, Y N Ry, Y N Ry, ... es una particion de Y.

De la o-aditividad de p se tiene

u(Y) = p(Y 0{a}) + Y (Y N Ry)

n=0

donde (Y N{a}) =0, por lo que

lim |[w(YNR,)| =0

n—o0

es decir, existe N € N tal que n > N = |u(Y N R,)| < e. Ahora definimos
B, :={a}URyURN1 URN U ...

B, es la bola centrada en a de radio % Consecuencia de la desigualdad triangular fuerte
es que para esta bola se tiene

WY N B <e.
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Consideramos ahora el cubrimiento {B, : a € X} del espacio X. Por la compacidad
de X podemos extraer un subcubrimiento finito { By, ..., Ba, } de bolas disjuntas (ya que

X es un espacio ultramétrico). De esta forma:

(Y = u( U YﬂBai)‘

1<i<k
= Z M(Y N Bai)
1<i<k

< méx{|u(Y N By,)

1<i<k

}

<e.

Las causas de esta “trivialidad” son las propiedades de la o-algebra €2 y no, como se
podria llegar a pensar, de la o-aditividad de p. De hecho, nuestro concepto de medida

tendra una condicion de aditividad incluso mas fuerte.
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Capitulo 1

Preliminares

Sea X un conjunto fijo distinto de vacio.

Definicion 2. Sea §2 una coleccion de subconjuntos de X . Diremos que € es un anillo
de subconjuntos de X si para todo U,V € Q, tenemos UUV € Q, UNV € Q yU\V € Q.
Ademds, diremos que Q@ cubre a X si U{U : U € Q} = X.

El nombre “anillo” viene del hecho que 2 se comporta como uno (en el sentido
algebraico) considerando a la diferencia simétrica como una suma y a la interseccion

como un producto.

Teorema 3. Sea €2 un anillo de subconjuntos de X que lo cubre. Se tiene que €2 genera

una topologia cero-dimensional en X.

Demostracion. Ya que €2 es cerrado bajo la interseccion finita y cubre a X, es la base

de una topologia en X. Por otro lado, sea U € €). Como X = UV, con V, € 2 se tiene
X\U = (UV)\U=U(Vo\U)

donde cada V, \ A es abierto. Por lo tanto, U es cerrado. Luego, cada elemento de
2 es un clopen para la topologia generada sobre X, y por tanto, X es un espacio

cero-dimensional. O



A menos que se indique lo contrario, €2 representard un anillo de subconjuntos de

X. Ademés, consideraremos que X esta dotado de la topologia inducida por ).

Denotamos por F a un espacio localmente K-convexo Hausdorff completo y por I'

a la familia de seminormas continuas que definen su topologia.

Denotamos por Xy a la funcién caracteristica de U C X con valores en K. Ademas,

si e € F definimos Xy ® e por

e, veU
Xyp®e: X = F, Xy ®e(z) =

0, x¢U

Luego, definimos F(X,E) = ({Ay ®e : U € Q,e € E}), es decir, si f € F(X,FE)
significa que existen Uy, ..., U,, € Q (sin perder generalidad, se pueden suponer disjuntos

dos a dos) y ey, ..., e, € E tales que
f = ZXUZ X e;.
i=1
Parapel,g: X - FeY C X definimos

|gllvp = sup p(g(z)).
reY

Si h es una funciéon de X en K y f estd definida en X con valores F, se define el

operador h ® f por
h@f: X —E, h® f(z) = h(z)f(x).

Por otro lado, si (f,)aca €s una red de funciones de X en K escribiremos f, | 0

para indicar que
» lim f, = 0 puntualmente
(03

v /o] < |fa| cuando A > a.




Para una red (U, )qen de subconjuntos de X diremos que U, | 0 si Xy, | 0.

Finalmente, enunciamos un teorema conocido que sera usado a lo largo de esta tesis.

Teorema 4. (de Dini) Sea' Y un espacio topologico. Si {fu}a es una red decreciente de
funciones de Y en R tal que f, — 0 puntualmente, entonces f, — 0 uniformemente

sobre cada subconjunto compacto de Y .




Capitulo 2

Medidas e Integrales Escalares

2.1. Medidas

Definicion 5. Una funcion congunto i : Q0 — K se dice que es una medida escalar

sobre § si es aditiva y si satisface las condiciones [M] y [B]:

[M] Sea (Uy)aeca una red en Q tal que U, | (. Para cada o € A sea V,, € Q, V,, C U,.
Se tiene que lim pu(V,) = 0.

[B] Para cada U € Q, el conjunto {u(V'): V € Q,V C U} es acotado.

Observacién 6.

= u(0) =0
» Si () es un elemento de la red, entonces la condicion [M] se cumple trivialmente.

» Si i cumple con [M], entonces es o-aditiva.

En efecto, sea {By, B, ...} una coleccion de elementos de S disjuntos dos a dos

tales que | J B, € Q ye > 0. Sea Uy, = U B, con k> 0,k € N. Es facil ver que
n=k+1
Uk 4 0. Por hipdtesis p satisface [M], por lo que existe N € N tal que

k> N= |u(U)| <e.



Por la aditividad de p se tiene

" (G Bn) -3 (B,

n=1

k>N—

(9)

K (O Bn) = i:u(Bn)‘

Lema 7. Sea Q un anillo de subconjuntos que cubre X y sea pu : 2 — K una funcion

y por lo tanto

aditiva. Para U € Q se define p, : @ = K por py, (V) = p(UNV). Se tiene que p1 es

una medida st y solo si cada ), lo es, cualquiera sea U € Q.

Demostracion. (=) Sea U € Q). La aditividad de p implica la aditividad de pj,,. Dado

V € (), se tiene
{w, W) WeQWcVic{uW):WeQWcCV},

por lo que p, cumple con [B].
Por otro lado, sea {U,}aca una red tal que U, | () y para cada o € A elegimos

Vo C U,. Lared {U NV, }aen es tal que UNV, | 0 por lo que
lim g, (Va) = lim (U O Vi) = 0,

y entonces |, satisface [M].

(<) Dado U € Q,
V) veQVvVcU}={y,(V): Ve VcCcU}

por lo que g cumple con [B].
Finalmente, consideramos una red {U, }aep con U, | 0 y elegimos V,, € U,, V,, C U,.

Sea ¢ > 0. Fijamos # € A. Como Hly, ©s una medida, existe v € A tal que

<e.

o> Y= ‘M‘Uﬁ (Va)




Sea 0 > {f,7}. Se tiene que si a > d entonces

(Vo) = [1(Va N Us)| = [, (Va)| < e
Luego, p satisface la condicion [M] y por tanto es una medida. O
Para A C X abierto definimos la funcién conjunto:
Al = sup{|p(U)[ : U € Q,U C A}
Lema 8. Sea p: Q2 — K una medida escalar, A y B abiertos en X y a € X. Entonces
(a) AC B = [[All, < |[Bl]u:
(b) [Ally = sup{||U]]: U € QU C A}.
(¢) [[AU B, < max{|[All, [[Bll,.}-
Demostracion.
(a) [[A]ly = sup{|p(U)]: U € QU C A} <sup{|u(U)| : U € Q,U C B} = [[Bl|,.
(b) Sea U € 2, U C A. Como |u(U)| < ||U]|,., entonces
sup{|u(U)| : U € Q.U c A} <sup{||U||,: U € Q,U C A}
= ll4ll, < sup{|[Ul,: U € .U € 4}
Por otro lado,
NUlp = sup{|p(V)[ -V € Q,V C U} <sup{|u(V)[: V € Q,V C A}

= sup{[|U]|, : U € Q,U C A} < [|A]],.




JAU Bl|,, = [[AU (B\ A)]l,
—sup{|u(U)] : U € QU € AU(B\ 4)}
— sup{|u[(UNA)U U N(B\A)]|:UeQUcAUB)
< sup{mix{|u(U N A, [u(U A (B\ A)[}: U € QU C AUB)

:mw{ sp u(UNA),  sup |mvmw\Am}

UeQ,UCAUB UeQ,UCAUB

Smw{ sup (U N A, wp|mvmw\Am}

UeQUCA veQUCB

<mic{ s WO s wlO)]}

UeQ,UcA UeQ,UCB

= max{[[Af|, [| B].}

Ahora bien, sobre el conjunto X definimos

N,(a) == mf{||U]|, : U abierto,a € U} (a € X)
Lema 9. Sea i : Q2 — K una medida escalar y a € X. Se tiene que
Nu(a) =t{||U]],: U € Q,a € U}.
Demostracion. Claramente,
Nu(a) <if{||U||,: U € Q,a € U}.

Sea V abierto con a € V. Como €2 es una base para la topologia en X, existe U € (2

tal que a € U C V. Por el lema anterior, ||U]||,, < ||V||,. Por lo que
mf{[|U|[,: U € Q,a € U} < [[V]],

= Wnf{||U]],: U € Qya € U} < N,(a).




Si p es una medida, entonces satisface [B], por lo que || - ||, ¥y N, son siempre un

namero real positivo (finito).

Teorema 10. Para cada abierto A,
||A]]y = sup N, ().
€A
Demostracion. Para todo z € A, N,,(z) < ||A||,. Por lo tanto
sup N, () < |[A]l,-
z€A
Para probar la desigualdad contraria, es suficiente probar que

VU € Q, |uU)| <supN,(z).
zcU
Sea U € Qye > 0.Seas = e+ sup{N,(z) : € U} (podemos suponer que
s < +00, pues si no la demostracion es trivial). Mostraremos que |u(U)| < s. La familia
A={VeQ:||V||, < s} es un cubrimiento de U ya que si € U entonces N, (z) < s,
por lo que existe V € Q tal que € V y ||[V]||, < s. Por otro lado, si V;,V2 € A,

entonces cualquiera sea W C V4 U V5 se tiene
lwW)| = [p(W 0 Vi) + p(W\ Va)| < max{|[Vi][u, |[Val[u} < s.

Por lo tanto, si V;,V, € A entonces V3 UV, € A. De esta forma A es un conjunto
dirigido. Consideramos la red {U \ V}yep. Esta red es tal que U \ V | 0, por lo que
lim (U \ V') = 0, lo que implica que existe V5 € A tal que |u(U \ Vo)| < s. Asi,

[w(U)| < méx{|p(U N Vo), [u(U\ Vo)|} < max{[[Vol|,, [n(U\ Vo)[} < s.
O

Teorema 11. N, es semicontinua superior. Mds aun, si U € €, entonces para cada

d>0,{r €U :N,(z) >0} es compacto.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Para probar que N, es semicontinua superior, basta demos-

trar que {x € X : N, (z) < d} es abierto. Sea zy € X tal que N, (zg) < ¢. Existe U € Q,
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zo € U tal que ||U||, < ¢. Luego, por el teorema anterior, N, < d sobre U, por lo que
UcC{reX:N,(x) <}

SeaU € QyUs={xeU:N,(x) >} Sea {V,}aea un cubrimiento por abiertos
(basicos) de Us. Si z € Us elegimos U, = V,, donde V,, es algtn abierto del cubrimiento
que contiene a z. Por otro lado, si x € U\ Us elegimos U, de manera que U, C U\ Uy (se
puede por la semicontinuidad de N,,). Para cada subconjunto finito F' de U definimos

Ur=U\ |J U

zeF

La clase A = {F C U : F finito} es un conjunto dirigido si se considera el orden parcial
Fy < F, & Fy C Fy. Luego, {Ur : F € A} es una red en Q tal que U | (). Para cada
F € A elegimos Wy € Q, Wp C Up tal que |uw(Wg)| > 1||Ur||,. Como p cumple la
propiedad [M] de la definicion de medida, lim u(Wg) = 0, por lo que existe Fy € A tal
que ||Wg||,. < 0, lo que implica que Us N Wy, = (). Por tanto

Us | J{Us :w € Fo} = | J{Us 1@ € Us N Fo}

y {U, : * € Us N Fy} es una subcoleccion finita de {V,},ea. Por lo tanto, Us es

compacto. ]

Corolario 12. Sea G un grupo topoldgico cero-dimensional, Q2 un anillo de subconjuntos
de G tal que sea la base de la topologia dada en G, y p una medida en §2. Suponga que
Q y p son invariantes bajo traslaciones (es decir, si U € Q y a € G, entonces aU € Q

y p(al) = pw(U)). Entonces, o bien p =0 o G es localmente compacto.

Demostracion. Primero notar que N, es constante. En efecto, para c € Gy U € , se

tiene ||cU]||, = ||U]|,. Sean a,b € G. Cualquiera sea U € € tal que a € U se tiene

Nu(b) = if{|[W]l, : W € Qb e W} < [[ba™ Ul = [|U]l,
= Nu(b) < Nu(a).

Anélogamente se prueba la desigualdad contraria. Luego, todo elemento de €2 es com-

pacto, a menos que N, = 0. O




En el trabajo de Schikhof y van Rooij (ver [8]) la condicion de “acotamiento” de las

medidas es menos exigente. Esta dice lo siguiente
[B'] Para cada a € X existe U € Q tal que {u(V): V € Q,V C U} sea acotado.

Dicha alteraciéon no afecta en la teoria que a continuaciéon procede, excepto por el
hecho que podriamos tener “menos” medidas. En el ejemplo siguiente observamos que
la condicion [B’] es equivalente a [B] si nos encontramos en un espacio localmente

compacto.

Ejemplo 13. Sea X un espacio topolégico cero-dimensional localmente compacto. Sea
Q el anillo de los abiertos compactos de X. La topologia generada por ) coincide con
la dada original en X. Claramente, [B] implica [B']. Sea p : Q — K una funcion
aditiva que satisfaga [B']. Sea U € §). Para cada a € U existe V, € Q tal que a € V,
y {u(V): Ve QV CV,} es acotado. La familia {V, : a € U} es un cubrimiento por
abiertos de U. Por tanto, existen ay, ...a, € U tales que U C U V- Mds ain, podemos

k=1
asumir que los Vg, son disjuntos dos a dos. Asi,

{u(V):VeQVcU}cC {M(V):VEQ,VC O%k}

k=1

= O{M(V) VeQVeV,}

Por lo tanto p satisface [B.

10



2.2. Operadores Integrales
Para un espacio vectorial F de funciones K-valuadas definidas en X, sea
QF)={U C X : fX € F para cada f € F}.

2 es un anillo de subconjuntos que cubre X (de hecho, X € Q). Denotamos por 7(F)

a la topologia generada por Q(F).

Definicion 14. Un espacio vectorial F de funciones K-valuadas definidas en X se

denomina un Espacio de Wolfheze si
(a) cada f € F es 7(F)-continua y
(b) para cada a € X existe f € F tal que f(a) # 0.

Teorema 15. Si F es un espacio de Wolfheze, T(F) es la topologia mds débil que hace

continua a cada f € F.

Demostracion. Sea T una topologia que hace continua a cada f € F. Sea a € X. Sea
U € Q(F) tal que a € U. Basta mostrar que existe V' un Y-abierto tal que a € V C U.
Existe f € F tal que f(a) = 1. Definimos V = {x : fAy(x) # 0}. Se tiene que
a €V CU.Ademés, V = X \ (fXy)'({0}) y fXy es T-continua. Por lo tanto V es
un T-abierto.

[]

Definicion 16. Sea F un espacio de Wolfheze. Un operador integral, o simplemente

una integral, en F es una aplicacion lineal I : F — K tal que

[I] Sea (fa)aca una red en F tal que f, | 0. Para cada o« € A sea g, € F, con
lga] < |fa]- Se tiene que lim I(g,) = 0.

Observacion 17. Esta condicion es equivalente a

[I] Si (fo)acn una red en F tal que fo 0 y d > 0, existe un o € A tal que |1(g)| <6

cuando |g| < |fal.

11



En efecto:

1] = [I']
Si [I'] es falsa, entonces existe (fo)ach, fo € F Y fa 4 0 yd > 0 tal que para cada o € A
tenemos un g, € F tal que |ga| < |fal v |{(ga)| > 0, pero por hipdtesis lim, I(g,) = 0
lo que es una contradiccion.

('] = [1]
Sea (fo)acn una red en F con f, | 0 y para cada o € A elegimos g, € F tal que
|90 < |fal. Probaremos que lior[n I(go) = 0. Sea 6 > 0. Eziste ag € A tal que para cada
g € F con|g| <|faol, [1(g)| < 6. Ahora, si a0 > v, entonces |go| < |fal < |faol- Porlo
tanto,

11(ga)| < 0.

Ejemplo 18. Sea X un espacio topologico cero-dimensional localmente compacto. Sea
F el espacio de todas las funciones continuas f : X — K tal que {x : f(x) # 0} es
contenido en un compacto. Este F es un espacio de Wolfheze y 7(F) es la topologia
originalmente dada en X.

En efecto: llamamos T la topologia original en X . Sea W un T -clopen T -compacto.
Sea f € F. La funcion Xy f es T -continua. Ademds

{z: Xwfx) # 0} C {o: f(z) # 0}

por lo que Xy f € F. De esta forma W € Q(F) C 7(F). Por lo tanto T C 7(F). Esto
implica que cada f € F es T(F) continua.

Por otro lado, consideramos a € X. Existe W T -clopen T -compacto tal que a € W.
La funcion Xy es T -continua y {x € X : Xw(x) # 0} =W, por lo que Xy € F. Como
Xw(a) # 0, y por lo anterior, F es un Espacio de Wolfheze.

Finalmente, solo resta probar que 7(F) C T, pero esto es directo del Teorema 15.

Cuando no haya riesgo de confusion, escribiremos Q y 7 en lugar de Q(F) y 7(F),
respectivamente. Los conceptos topologicos a los que se hagan referencias seran con

respecto a 7, a no ser que explicite lo contrario.

12



Sea I una integral en F. Para f € F y U € () se define
Ky :Q—>K, /Lf(U) :I(fXU)
Claramente py es aditiva.

[M] Sea (U,)aea una red en € tal que U, | 0. Para cada o € A, sea V,, € Q, V,, C U,.
Definimos f, = fXy,. Se tiene que f, L 0y si g, = f&y,, entonces g, € F y
|ga] < |fa]- Aplicando [I], tenemos

lim pup (V) = 1lim I(g,) = 0.

[B] Supongamos que sup{|us(U)| : U € Q} = co. Sea a € K tal que |a| > 1. Existe
una sucesion U(1),U(2), ... € Q tal que para cada i € N,

g (U@)] = |I(f Xu@y)| = lal’,
pero a ' f L0y |a ' fXyw| < |a™" f|, por lo que
lim o I(f X)) =0,
lo que es una contradiccion.

Se sigue que jiy es una medida. De esta forma, para cada f € F podemos definir una
medida p¢ en Q2 y, por tanto, una N, ; correspondiente. El siguiente teorema relaciona
todas las NV, ; determinadas por un espacio de Woltheze y una integral definida sobre

éste.

Teorema 19. Sea F un espacio de Wolfheze e I un operador integral definido en F.
Egiste una tinica N7 : X — [0, 00[ T-semicontinua superior tal que |fIN7 = N,, para

cada f € F.

Demostracion. Para f € F escribiremos Ny en vez de N, .

Unicidad: Sean N7, M : X — [0, 00 funciones 7-semicontinuas superior tales que
para cada f € F, |fIN; = Ny y |fIM; = N;. Sea a € X. Existe f € F tal que
f(a) #0. Asi, Ni(a) = M (a).

13



Existencia: Sean f,g € F,a € Xy >0.Seah = f(a)g—g(a)f y sea A el conjunto
dirigido {U € Q : a € U} con Uy < U, si Uy C Uy. Se tiene que, (hXy)pea es una red
en Fy hXy | 0. Entonces, existe U € A tal que |I(hXy)| < 0 para todo V C U. Por la
semicontinuidad superior de Ny podemos asumir que Ny(z) < Ny(a) + d para z € U.

Si V C U, entonces

[F(@)pg(V) = gl@)uy (V)| = [ (h&y)] <

(V)| < sup{Ny(z) : z € V} < Ny(a) + 6.
Asi,
| (@)pg (V)] < mdx{d, |g(a)|(Ny(a) +6)}

para todo V' C U. De la definicién de N, se sigue que
|f(a)[Ng(a) < méx{0, |g(a)|(Ny(a) + 6)}-

Por la arbitrariedad de 4, |f(a)|N,(a) < |g(a)[Ng(a). Analogamente se prueba la
desigualdad contraria. Por tanto, | f|N, = |g|N}. De esta forma, la funcion N; definida
en X por Ni(z) = ‘f(#x)'./\/' #(x), donde f es cualquier funcién que no se anula en x, esté
bien definida.

Para probar la 7-semicontinuidad de N7, tomamos § > 0y a € X. Existe f € F tal
que f(a) =1.Sea V. ={z € X : |f(z) — 1| < 1}. Como f es T-continua, V' es T-abierto
(pues es la imagen inversa por f de la bola centrada en 1 de radio 1) y, ademaés, a € V.
Mas aun, |f| = 1 sobre V. En efecto, si existe z € V tal que |f(z)| # 1 entonces
() 1] = mésc{ [ f(2)], 1} < 1 por lo que méx{|f(x)], 1} = [ £(2)], es decir, |f(z)| > 1.
lo que es una contradiccion. Por otro lado, Ny es 7-semicontinua superior (Teorema 11)
por lo que existe W € Q, a € W tal que para todo = € W, Ny(z) < Ny(a) + ¢. Luego,

si consideramos U = V N W, tenemos que a € U y para cada z € U,

Ni(z) = | f(2)|Ni(z) = Ny(z) < Ny(a) + 6 = Ni(a) + 0.
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Corolario 20. Para f € F sea ||f||; = |[X]],,. Entonces,
1Flr = sup | f (2)[Ni(x)
rzeX
Alr = sup{[I(g)] - g € F;lgl < |f1}
y para cada 6 > 0, {z : |f(z)|N;(x) > 6} es T-compacto.

Demostracion. La primera afirmacion sigue de Teorema 10.

Demostraremos la segunda afirmacion:

[ F1lr = sup{|us(U)] : U € Q}
sup{|/(f&v)| : U € Q}
sup{|1(g)| : g € F;|g| < |f]}
< sup{l|gll; : g € F3lg| < [f]}

< [|fl:

IN

en donde la dltima desigualdad es consecuencia de la primera afirmacion.

Finalmente, del hecho que X € € y por el Teorema 11, se concluye el corolario. [J

Corolario 21. Para cada a € X y cada 6 > 0, existe U € Q tal que a € U y
{x € U : Ni(x) > 6} es T-compacto.

Demostracion. Como F es Woltheze, existe f € F tal que f(a) = 1. El conjunto
{z :|f(xz) — 1| < 1} contiene un U € Q tal que a € U. Para x € U, |f(z)| = 1, por lo
que N7 = Nuf en U. Luego, por Teorema 11, se tiene lo pedido. O

En funcién de dar una caracterizacion de un operador integral, consideramos lo
siguiente: Denotamos por ®(F) a la coleccion de todas las funciones 7-semicontinuas

superior ¢ : X — [0, 00| que satisfacen la siguiente propiedad:

(VfeF)Vs>0){z:|f(x)|o(x) > 6} es T-compacto).
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O (F) contiene las funciones caracteristicas R-valuadas de los subconjuntos compac-

tos de X. Para ¢ € ®(F) se define

[1£lls = swp [f(@)lo()  (f €F)

lo que resulta ser una seminorma no-arquimedeana en JF.

La familia {|| - ||5}sce genera una topologia localmente convexa Hausdorff en F, la

que llamaremos topologia estricta (Ver [4]).

Teorema 22. Sea F un espacio de Wolfheze. Sea I : F — K una aplicacion lineal. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) I es una integral.
(2) I es estrictamente continua.

(8) Sea f € F y sea (fo)aca una red en F tal que lim f, = 0 uniformemente sobre

compactos y | fo| < |f| para cada oo € A. Se tiene

lim I(f,) = 0.

Demostracion.

(1) = (2) Primero notar que Nj € ®(F). Sea f € F.

100 = 1 (X)] < |IXL, = sup A, () = sup £ () WG = |1l

Por tanto I es estrictamente continua en 0, y por linealidad, I es estrictamente

continua.

(2) = (3) Por hipotesis, existe ¢ € ®(F) tal que para g € F, |1(g)| < ||g||s- Sea f € F,6 >0
y sea (fa)aca una red en F tal que lim f, = 0 uniformemente sobre compactos y
|fo| < |f] para cada a € A. El conjunto Q := {x : |f(x)|¢(z) > d} es T-compacto.

Por 7-semicontinuidad, ||¢||g < +o00 y existe ap € A tal que

a>ag=||fallollélle <0
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pues lim f,, = 0 uniformemente sobre Q. Por otro lado, si z ¢ Q,

Vaed, |fa(z)lo(z) < |f(z)l¢(x) <0

Asi, para a > ag, tenemos |I(fo)| < ||falls < 0.

(3) = (1) Sea (fa)aeca una red en F tal que f, | 0. Para o € A elegimos g, € F tal que
|ga| < |fa]- Por el Teorema de Dini, lim f, = 0 uniformemente sobre cada 7-

compacto. Por lo tanto, lim g, = 0 uniformemente sobre cada 7-compacto. Luego,

lim I (gy) = 0.
[

A continuacion, se vincula lo visto anteriormente sobre Medidas con Operadores
Integrales. Es mas, se muestra una manera natural y simple de definir integrales a

partir de una medida y viceversa.

Teorema 23. Sea ) un anillo de subconjuntos de X tal que X € Q. El espacio vectorial
G={Xy:Ue€Q}) esun espacio de Wolfheze, UG) = Q y 7(G) = 7(Q). Ademds, si
1 Q — K es una funcion conjunto aditiva, entonces existe una unica funcion lineal
I:G — K tal que I(Xy) = p(U) para U € Q. Mds ain, el operador I es una integral

en G si y solo si p es una medida en 2.

Demostracion. Claramente, G es un espacio de Woltheze. Del hecho que f es una combi-
nacion lineal finita de elementos de { Xy : U € Q} se tiene que 2 C Q(G). Sea V € Q(G).
Elegimos f = Xx. Se tiene que Xy = f&} € G. Asi, existen Uy, ..U, € Q, aq,...,a, € K
tales que Xy = > | a;Xy,. Podemos suponer que los U; son disjuntos dos a dos y que
U; C V, para cada i € {1,...,n}. Luego, |JU; C V. Por otro lado, si x € V' entonces
Y or Xy, (z) = 1, por lo que existe k € {1,...,n} tal que x € Uy, lo que implica que
V' C JU;. Por lo tanto (G) = Q. En conclusion, V' € Q. Esto implica que 7(G) = 7(Q).

Por otro lado, si i es tal como en la hipoétesis, la existencia y unicidad de I son

directas de la aditividad de pu.
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Supongamos que [ es un integral. Fijamos U € €). Por teorema 7, basta mostrar que

1, es una medida en . Por Teorema 19, |Xy|N; = NMU y asi, para V en () se tiene

Imy, (V)| = [mUNV)|
= [I(Xurv)|
< ||Xuav s

< ||Xullr

= sup V()

zelU

— sup NHXU (x)
zeU |XU(9U)|

= sup Ny, (7)
xzeU

= [0l < +00

en donde la tdltima desigualdad se cumple pues jiy, es una medida en €2. Asi, p, sa-
tisface la condicion [B]. La demostracion de que cumple con [M] es una consecuencia

directa de la propiedad [I].

Ahora bien, supongamos que g es una medida. Tenemos que NV, € ®(G). Cada f € G
puede ser escrita como una suma finita ) o; Xy, donde a; € K, U; € Q y U;NU; = 0

si i # j. Entonces

< méax sup ‘az‘N,u(x> = HfHNM
vozel;

()| =[S

y por tanto, [ es estrictamente continua. ]

2.2.1. Extension de la Integral

En esta seccion F es un espacio de Woltheze, I es un operador integral definido en

F,Q=QF)y1m=1(F)=1(Q).
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Para cualquier g : X — K se define

gl = sup{lg(z)INi(2) : v € X}.
Sabemos que |1(g)| < ||g||r < oo cuando g € F.

Definicion 24. Una funcion g se dice I-integrable si para cada 6 > 0 existe una f € F

tal que ||f — g||r < 0.

Las funciones integrables forman un espacio vectorial £(I) que contiene a F. Es
méas, F es || - |[;-denso en L(I). Por lo tanto, existe una tnica extension I* de I al

espacio L(I) tal que |I*(g)| < ||g||; para todo g € L(I).

De inmediato surgen de forma natural las preguntas ;Es £(/) un espacio de Wolf-
heze?;Es I* una integral en £(I)? Para responderlas, necesitamos una descripcion mas

explicita de L£(I).

Lema 25. Sea Y C X y Q) C Y 7-compacto. Para cada funcion T-continua f:Y — K

y cada 6 > 0 existe una g € F tal que ||g||x < ||fllo, 19| <|fl enY y |lg — fllo <.

Demostracion. Todos los términos topolégicos en esta demostracion son con respecto
arT.
Sea s = || f||g- Asumimos que ds~! < 1. El conjunto Q' = {z € Q : |f(z)| > 0} es

compacto. Para cada a € Q' elegimos g, € F con g,(a) =1y U, € Q tal que

a €U, Cg," (Bss1(1)) = {x: [gax) — 1| < 657"}

YU, C{z: |f(z) = fla)] <6}

(por continuidad de f). Se tiene que |g,] = 1 en U, y |f] = |f(a)] en Y N U, (ya
que a € (). Por compacidad, existe un cubrimiento finito Uy1y, ..., Usky € © de Q.
Definiendo

V(i) = Uagiy \ | H{Uais : 7 < i}
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obtenemos un cubrimiento disjunto {V (1), ..., V(k)} de Q. Para x € V (i), tenemos que

|9a0) (@) = 1y | f(2)] = |f(a(i))].
Definimos la funcion g : X — K por

k

9= Z f(a(@))gagi) Xv i)

=1

Claramente g € F y ||g]|x < ||fllg- Sea z € Y. Si & ¢ UV (i) es directo que

l9(x)] < [f(2)].

Si x € V(i), entonces

l9(x)| = |f(a(@)l|gag) ()] = [f(a(i)] = |f(2)].
Por tanto, |g| < |f| en Y. Ahora sea x € Q. Si « € V(i) entonces
9(z) — f(2)] = |f(ali) o) () — f ()|
= |f(a(@)|[ga () — 1] + [ (a(2)) — f(2)]|
< méx{sds ', 5}
=4

Siz ¢ UV (i), entonces z ¢ Q' y |g(z) — f(z)| = | f(x)] < . Por lo tanto, ||g — f|lg < 6.
[

Para t > 0, consideramos
Xy = {z: Ny(z) > t}.
El siguiente Teorema nos entrega una caracterizacion de £(I) con respecto a 7.

Teorema 26. Una funcion f : X — K es I-integrable si y solo si satisfacen las

siquientes condiciones

(a) f es T-continua en cada X, t > 0.

(b) Para cada d > 0, existe un T-compacto Q, contenido en algin X;, tal que | fINT < 0
fuera de Q.
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Demostracion. Nuevamente, la topologia en X es 7.
Sea f € L(I). Existe una sucesion de funciones gy, go, ... de F tal que
lim Hf - gnHI = 0.

Ahora, sit > 0y z € X, entonces

70) — galo)| = LD =2 Ly

por lo que lim g, = f uniformemente en cada X;. Esto implica que f es continua en Xj.

Por otro lado, podemos considerar g € F tal que

g = fllr <0

El conjunto U = {x : |g(x)|N7(z) > §} es compacto. Sea 1 >t > 0 tal que t||g|ly <0y
sea @ =UNX;. Seaz € X\ Q. Six¢U, entonces |g(x)|N;(xz) < §. Si por otro lado,
z e U\ Q, entonces x ¢ Xy, lo que implica Nj(x) < t. Asi,

|f (2)|Ni(z) < max{|f(x) = g(x)|Ni(z), [9(x)|Ni(z)} < mdx{d,t]|gll} <.

Reciprocamente, asumimos que f satisface (1) y (2). Sea 6 > 0. Contruiremos una
g € F tal que ||f —g||r < 6. Sean @ y t tales que @) sea un compacto contenido en

algin X;. Las funciones f y N7 son acotadas en ). Sea M > 0 tal que
Iflle < My [INllg < M.

Counsideramos

s =min{t,6M'}.

Por el Teorema 25, existe g € F tal que ||g||x < ||fllg, lg| < |flen Xy |lg— fllo < s.

Ahora bien, en () se cumple que
y por (2) en X\ @ se tiene

|f — gNT < |fIN; <.
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Por dltimo, fuera de Xj,
|f = g < max{|fING, |gINT} < méx{0, || fllqs} = d.

Por lo tanto ||f — g||; < 9.

Consideremos el conjunto
Q" :={U C X :UNX; es un clopen en X; para cada t > 0,
con respecto a la topologia relativa inducida por 7}.
2* es un anillo. La topologia en X que tiene a 2* como base se llamara 7*. Se observa

claramente que 7 C 7*.

Lema 27. Una funcion h : X — K es 7*-continua si y solo si es T-continua en cada

Xi.

Demostracion. Sea A un clopen en K. Si A : X — K es 7-continua en cada X, entonces
h=1(A) € Q*, es decir, h es T*-continua. Por otro lado, si h es 7*-continua, entonces
i) =]V
VeA
con A C Q*. Como
i A)NX =V nX,),
Vel
h es T-continua en cada X;. O

Ahora podemos contestar las interrogantes planteadas anteriormente.

Teorema 28. L(I) es un espacio de Wolfheze, I* es una integral sobre L(I). Mds ain,

Np=Np, L(I*) = L(I) y ™ =T*.
Demostracion.

» L(I) es un espacio de Woltheze.
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Sea f € L(I). Por el Lema anterior y el Teorema 26, f es 7*-continua y
QC QL(T)).
Asi, f es 7(L(I))-continua y del hecho que F C L(I) se obtiene lo pedido.
» [* es una integral en L£(I).

Si N1 € ®(L(I)), entonces I* es estrictamente continua y por tanto, una integral
en L(I). Del Teorema 15, se tiene que 7 = 7(L(I)). Asi, Nj es 7(L(I))-semicontinua
superior pues 7 C 7*. Sea f € L(I) y § > 0. El conjunto {z : |f(z)|N;(x) > §} es
7(L(I))-compacto por el Teorema 20. Por lo tanto N; € ®(L(])).

u N[* :N[.

Demostramos que N7« es la menor funciéon ¢ definida en X a valores reales no

negativos 7(L£(I))-semicontinua superior tal que

()| < st (=) ple).

pues de esto se sigue que N < Nj.

En efecto, sea ¥ la familia de tales funciones ¢. Claramente
mf{y :¢p € U} < Npe.

Ahora tomamos ¢ € ¥, a € X y e > 0. Elegimos U € Q(L(I)) tal que a € U y
Y(z) < ¢(a) + ¢ para cada x € U. Sea f € L(I) tal que |f(a)| =1y |f] < 1. Se tiene
que Xy f € L)y [I*(Xuf)] < ||Xyf||e. Por Corolario 20, se tiene

| X0 f

- =sup{|I"(g)| : g € L(I),|g| < |Xufl}
< sup{|lglly : g € L(I7), |g] < X fI}

< | X flle
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lo que implica que

Ni+(a) < sup|f(z)|Ni-(2)

zelU

< sup |f(@)[Y(z)

< sup¢(x)
zeU

< ¢(a)+e.

De la arbitrariedad de e y a € X se tiene Ny« < 9. Como N7 € ¥, se concluye que
N[* S N[.
Para demostrar la desigualdad contraria, suponemos que existe a € X y t € [0, +o0

tales que

N[*(CL) <t < N](CL).

Por Teorema 21, existe U € Q* tal que a € U y para cada § > 0, {z € U : N+(z) > 0}
es T*-compacto. Podemos suponer que U C {x : Ny« (z) < t}. Por la definicion de 7% y
el hecho que X; es 7-cerrado, U U (X \ X;) es 7-abierto, ya que U = U{U N X, : t > 0}.
Por otro lado, existe f' € F tal que f'(a) = 1. Como {z : |f'(z) — 1| < 1} es un
T-abierto, existe V € Q tal que a € V y |f/| = 1 sobre V. Sea f = f'X}. Se tiene que
feF, flay=1y|f]| <1 ComoaecUU(X\ X, se tiene
t <|f(a)INi(a)
= N, (a)
< IUU XN\ X0

= sup{|u; (W) : W e QW CUU X\ X;)}

Por lo tanto, existe un W € ) tal que |I(fXw)| > t. Esto implica que,

fXwiy e L(I)
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[\ (fXw — fXwao)| < [IfXw — fAwnullr
< || Xw — Xwoollr
= sup{N;(z) : 2 € W\ U}
< sup{Ni(z):z € X\ X;}
<t < |I(fXw)]
Por lo que

I (fXw) = I (fAwXy)| <t < |I*(fAw)]

y asi

t < |[I"(f Xwnw)|
< sup{|f(x)|Np:(z) :x € WNU}

<sup{Np(x):zeU} <t

lo que es una contradiccion. Por lo tanto N7-(x) > Nj(z) para cada = € X.

El resto del teorema es directo.

2.2.2. Caracterizacion de Funciones Integrables

La integrabilidad tiene una elegante descripcion en términos de N; y de la topologia

7*. Antes de la caracterizaciéon demostremos el siguiente lemas:

Lema 29. Un conjunto QQ C X es 7*-compacto si, y sdlo si, es T-compacto y Q \ X es

finito para algun t > 0.

Demostracion. (<=) Seat > 0. Sea A un 7*-abierto en X, es decir, existe B 7*-abierto
en X tal que A = BN X,. Existe {U,}, coleccion de elementos de Q* tal que B = UU,,.
Asi, A = J(U, N X;) donde cada U, N X; es un 7-clopen en X; (por definicion de 2%).
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Por lo tanto, A es un 7-abierto en X;. En consecuencia, las topologias 7 y 7* coinciden
en cada X;, t > 0.

Por otro lado, sea t > 0 tal que @ \ X; es finito. Sea {V,}, cubrimiento de @ N X,
por T-abiertos en X y V un 7-abierto en X que cubre @ \ X;. Por hipotesis, @) es

T-compacto y como
Q@=(QNX)U(Q\Xy)

existen V7, ..., Vi elementos de dicho cubrimiento tales que

o\xicec(Uw)Uwv

Por lo tanto QN X, es T-compacto, y por lo anterior, QN X; es 7*-compacto. Se concluye

que ) es un T*-compacto.

(=) Reciprocamente, sea @ un conjunto 7*-compacto. Como 7 C 7 se tiene que

Q) es T-compacto. Sea Qp = {x € @ : x € X, para algun t > 0}.

Demostraremos la siguiente afirmacion: Cada subconjunto de @ \ Qg es 7*-clopen,
Q\ Qo es finito y Qg es 7*-compacto. En efecto: sea A C @\ Qy y consideramos B € Q.
Notemos que para todot >0, ANX; =0y

(X\A)NBNX;,=BnNX,.
Por lo tanto AN B € Q*y (X \ A) N B € Q. Luego, A es un 7*-abierto pues

A=An|JB=|JANnB
BeQ BeQ
pero también es 7*-cerrado ya que
X\A=X\An|JB=Jx\4)nB
BeQ BeN

Asi, @\ Qo es un 7*-clopen, y por tanto, un 7*-compacto. Por otro lado, para cada

r € Q\ Qo, el conjunto {z} es un 7*-clopen. Entonces, existen 1, ..., x, € @\ Qo tales
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que Q \ Qo C {z1,...,z,}. Luego, Q \ @y es finito. Finalmente, la 7*-compacidad de @

implica la 7*-compacidad de Q.

Ahora bien, por lo anterior, es suficiente mostrar que existe ¢ > 0 tal que Q9 C X;.
Supongamos que @y no vive en ningun X, esto es, inf{N;(z) : x € Qp} = 0. Sea « € K
con 0 < |a| < 1. Existen ay, az, as, ... € Qq tales que para cada n € N, Nj(a,) < |a|”
y Ni(a,) < Ni(a,—1). Por la 7*-semicontinuidad de N, para cada n podemos elegir

U, € Q* con a, € U, tal que N7 < |a|™ sobre U,. Definimos la funcion

g: X —>K, g= Z a "Xy, 2N (2)>0} -

n=1
Sea z € X. Si Ni(z) = 0, entonces g(x) = 0. Si, por otro lado, existe s > 0 tal que

Ni(z) > s entonces x vive en, a lo mas, una cantidad finita de basicos U,,. Por lo tanto,
o0
g estd bien definida. Por otra parte, cualquiera sea t > 0, Iy, = E a "Xy, nx, €s
t
n=1

localmente constante y cada U, N X; es un 7-clopen en X;, por lo que 9, T-continua
t
en X;. Por Lema 27, g es 7*-continua en X.

Finalmente, notamos que
UmiCU,c...CclUcCcly

por lo que si elegimos by, bs,...,b,,... € ()9 de manera que para cada n € N, b, €

Un \ U,+1, obtenemos una sucesion tal que

lg(by)| < |g(ba)] < ... < |g(bp)] < ...

lo que contradice el hecho que @)y es 7*-compacto.

Teorema 30. L(I) consiste en todas las funciones f: X — K tales que

(1’) f es T*-continua

(2’) Para cada 6 >0, {z : |f(z)|N;(x) > 6} es T*-compacto.
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Demostracion. Se demostrara que (1) y (2') son equivalentes a (1) y (2) del Teorema
26, respectivamente.

Del Lema 27, es evidente que (1) es equivalente a (1’). Por otro lado, la equivalencia
entre (2) y (2') es una consecuencia del lema anterior y del hecho que en cada X; las

topologias 7 y 7* coinciden.
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Capitulo 3

Medidas e Integrales con valores en

Espacios Normados

A través de este capitulo se mostrard que la teoria precedente puede ser ampliada
a un contexto mas general. Las demostraciones seran omitidas para aligerar la lectura,
no obstante, éstas seran detalladas en el proximo capitulo, el cual corresponde, a su
vez, a una generalizacion de lo actual.

Durante el presente capitulo, £ denotara a un K-espacio de Banach no-arquimedeano,

cuya norma sera representada por || - ||.

3.1. Medidas Vectoriales

Sea X un conjunto no vacio y ) un anillos de subconjuntos que lo cubren.

Definicion 31. Una funcion conjunto finitamente aditiva m : Q@ — E se denomina

medida vectorial si cumple las siguientes dos condiciones:
[B] {m(U) : U € Q} es || - ||-acotado.

[M] Para cualquier red (U,) en € tal que U, | 0 y para cualquier V,, € Q con V,, C U,

se cumple que

limm(V,) = 0.

«
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Si W es un abierto de X definimos

Wl = sup{||m(U)|| : U € ;U Cc W}

y para x € X

Np(x) = Inf{||W ]| :x € W, W € Q}
Teorema 32. Sea m : Q0 — E una medida vectorial, A y B abiertos en X ya € X.
(a) St A C B, entonces ||Al|m < ||B||m-
(0) [|Allm = sup{[[Ul]m : U € Q.U C A}.
(c) [|AU Bl < méx{||Allm, [|Blm}-

(d) Para cada a € X,

Non(@) = mi{[|U]]m : U € @iz € U}

(e) Simy,mg:Q — E son dos medidas entonces my + mo y my — mo son medidas

vectoriales definidas en 2 y

(Z) Nm1+m2 S méX{Nm17Nm2}
(Z'Z.) |Nm1 _Nm2| < le—m2

3.2. Operadores Integrales Vectoriales

Sea F un espacio vectorial de funciones definidas en X con valores en K. En el

capitulo anterior, vimos que la coleccion

QUF)={U C X :Xyf € F paracada f € F}
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es un anillo de subconjuntos de X que lo cubre. De hecho, es la base de una topologia
cero-dimensional a la que llamaremos 7(F). Ademéas F se denomina un Espacio de

Woltheze si
(a) cada f € F es 7(F)-continua y
(b) para cada a € X existe f € F tal que f(a) # 0.

Recordamos ademas el Teorema 15 que nos dice que si F es un espacio de Woltheze,

entonces 7(F) es la topologia méas débil que hace continua a cada f € F.

Definicion 33. Sea F un espacio de Wolfheze. Un operador integral, o simplemente

una integral, en F es una aplicacion lineal I : F — E tal que

[I] Sea (fa)acr una red en F tal que f, | 0. Para cada oo € A sea g, € F, con
|ga] < |fa]- Se tiene que lim I(g,) = 0.

Observacion 34. FEsta condicion es equivalente a

[I'] Si(fa)aca una red en F tal que f, L 0y 6 > 0, existe un oo € A tal que ||I(g)|| <6

cuando |g| < |fal-

De ahora en adelante I sera un operador integral definido en un espacio de Woltheze

F, Q el anillo correspondiente y 7 la topologia generada en X.

Para f € F definimos
my: QUF) = E, myU)=I1(fXy).

Claramente, my esta bien definida. Ademas es una medida vectorial en €.

Para simplificar la notacion, denotaremos por Ny a N, .

Teorema 35. Eriste una tunica funcion Ny : X — [0, 00] tal que para cada f € F
|fINT = N5

Mds ain, N7 es T-semicontinua superior.
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Para f € F, definimos
I = 11X -
Se tiene
171l = sup (@) M) = sup{ 19| - g € F.lo] < 111}

Ademas, {x € X : |f(x)|Ni(z) > §} es T-compacto, para cada ¢ > 0.

Denotaremos por ®(F) la coleccion de todas las funciones 7-semicontinua superior

¢ : X — [0, +o0[ tales que satisfacen la siguiente propiedad
(Vfe F) V6> 0){x € X : |f(x)|p(x) > d} es T-compacto).

Notar que N; € ®(F). Para cada ¢ € ®(F) definimos

|1 £lls = sup | f(z)|é(z).
zeX

Es facil ver que || - || es una seminorma no-arquimedeana en F por lo que la coleccion
{Il - ll¢ : ¢ € ®(F)} genera una topologia localmente convexa en F, llamada topologia
estricta.

El siguiente teorema nos da una caracterizacion de un operador integral.

Teorema 36. Sea I : F — E un operador lineal. Las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. I es una integral en F.
2. I es estrictamente continua

3. Para cada red (f,) en F y cada f € F tal que f, — 0 uniformemente sobre

T-compactos y | fo| < |f|, se tiene

lim I(fa) = 0.
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Ejemplo 37. Sea X un conjunto no vacio y 0 un anillo de subconjuntos de X tal
que X € Q. Sea G el espacio vectorial generado por {Xy : U € Q}. Se demuestra que
Q =Q(G). De esta forma, G es un espacio de Wolfheze.

Ahora bien, sea m : 0 — E una funcion finitamente aditiva. Existe un inico opera-

dor lineal I definido en G con valores en E tal que
I(Xy) =m(U) para cada U € .

Se tiene que I es un operador integral en G si y solo si m es una medida en ).

Definicion 38. Una funcion f : X — K es [-integrable si para cada € > 0, existe
h € F tal que
1f = hllr < e

Denotaremos por L(I) a la familia de todas las funciones I-integrables.

Para 6 > 0, se define
an = {I’ e X :NLP > t}

La topologia que consideraremos en X; es la relativa inducida por 7 en X.

Una caracterizacion de estas funciones es la siguiente:

Teorema 39. Sea f: X — K una funcion. Se tiene que f es [-integrable si y solo si

cumple las siguientes dos condiciones:
1) f es T-continua en cada Xy, para cada t > 0.

2) Para cada § > 0, existe un T-compacto Qs contenido en algin X; tal que

|f(x)|N7(z) < 8; para cada v € X \ Q.

Es facil ver que £(I) es un espacio vectorial sobre K por lo que (£(I)) es un anillo

de subconjuntos de X que lo cubre. Asi, (L(I)) genera una topologia cero-dimensional
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que llamamos 7(£(I)). Notar también que F es || - ||;-denso en £(I). En consecuencia,
el operador integral I puede extenderse de manera tnica a un operador [* : L(I) — E

lineal continuo, esto es, tal que

HE(HI < [IF1lz para cada f € L(I).

El siguiente teorema muestra que I* es un operador integral.

Teorema 40. El espacio L(I) es un espacio de Wolfheze y la extension I* es un ope-

rador integral en L(I).

Corolario 41. N« = Np, L(I*) = L(]) y ™ = I*.
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Capitulo 4

Medidas e Integrales con valores en

Espacios Localmente Convexos

Una vez hecho el estudio de la Teoria de la Medida e Integraciéon sobre campos
escalares y exhibido el hecho que dicha teoria puede ser extendida a espacios vectoriales
normados, desarrollaremos una generalizacion de los conceptos de medida y de operador
integral a valores en espacios localmente convexos, basada en lo anterior.

Sea FE un espacio topolégico locamente K-convexo, con I' su familia de seminormas

continuas asociada.

4.1. Medidas Vectoriales

Sea X un conjunto no vacio y ) un anillo de subconjuntos de X tal que lo cubra.

Definicion 42. Una funcion conjunto finitamente aditiva m : Q@ — E se denomina

medida vectorial si cumple las siguientes dos condiciones:

[B] {m(U) : U € Q} es acotado en E

[M] Para cualquier red (U,) en € tal que U, | 0 y para cualquier V,, € Q con V,, C U,
se cumple que

limm(V,) = 0.

«

35



A modo de ejemplo, tenemos el siguiente resultado.

Ejemplo 43. Sea X un espacio topologico localmente compacto Hausdorff y sea Q2 la
coleccion de todos los subconjuntos compactos abiertos de X. Denotamos por C.(X,K)
el congunto de las funciones continuas con soporte compacto. Sea I : Co(X,K) — E un
operador lineal que satisface: Para cada p € T, existe M, > 0 tal que si f € C.(X,K),

entonces

pU(f)) < Mp||f]o

donde |||l = supf{|f(z)| : 7 € X}.

Definimos m : Q — E por m(U) = I(Xy). Claramente, m es finitamente aditiva. Si
p e, como ||Xy|| =1, se tiene que p(m(U)) < M, para algin M, > 0. Por lo tanto
{m(U) : U € Q} es acotado. Para la tercera condicion, consideramos una red (Uy)aea
en Q tal que Uy | 0 y para cada o elegimos V,, € Q con V,, C U,. Fijamos oy € A. Si
Wo = UaNUs,,, entonces W, | 0. Como U, es compacto y {W, : a € A} es una familia
de subconjuntos cerrados de U, (el espacio es Hausdorff) con "W, = 0, se tiene que la
familia no cumple la PIF. Es decir, existen oy, ..., € A tales que NW,. = (. Ahora,

para o > max{ay, ..., } se tiene que U,, y por tanto V,, es vacio. Esto prueba que

lim, m(V,,) = 0.

Volviendo al caso general, consideramos m una medida. Si fijamos una seminorma

p € I', entonces para W un abierto de X definimos
[[Wlmp = sup{p(m(U)) : U € ;U C W}
Lema 44. Sea m : Q) — K una medida vectorial, A y B abiertos en X.
(a) Si A C B, entonces ||A||mp < ||Bllmp-

(b) 11A]

(¢) [|AV Bllmp < max{|[Aflmp, | Bl[mp}-

mp = SUp{||U||mp : U € QU C A}.
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Demostracion.
(a)
|A||mp = sup{p(m(U)) : U € Q,U C A}
<sup{p(m(U)) : U € Q,U C B} = ||B||mp-
(b) Sea U € Q, U C A. Como p(m(U)) < ||U||mp, entonces
sup{p(m(U)) : U € Q.U C A} <sup{||U||m,: U € QU C A}
= ||A||mp < sup{||U||myp: U € QU C A}.
Por otro lado,
U||mp =sup{p(m(V)) : Ve Q,V Cc U} <sup{p(m(V)):V € Q,V C A}
= sup{||U||mp : U € Q,U C A} <||A]|m.p-
(c)
AU Bllmp = [|[AU (B \ A)|mp
= sup{p(m(U)) : U € QU C AU (B\ A)}
=sup{p(m[(UNA)UUN(B\A)]):UeQUcCAUB}
< sup{méx{p(m(UNA)),p(m(UN(B\ A)))}:U € Q.U C AU B}

= max { sup  p(m(UNA)), sup pm(UN(B\ A)))}
UeQ,UcAUB UeQ,UcAUB

gméx{ sup p(m(U)), sup P(m(U))}
UeQ,UCA UeQ,UCB

= méX{HAHm,pa HBHm,p}

O

Teorema 45. Sea m : 0 — E wuna funcion conjunto finitamente aditiva tal que
{m(V') : V € Q} es acotado. Entonces, m es una medida si, y solo si, para cada p € T

y cada red (Uy)aer en  con U, | 0 se tiene

1 ||V = 0
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Demostracion. (<=) Es directo del hecho que
p(m(V)) <||U||,,, ; para V. C U,V € Q.
(=) Sea p € I' y sea (U, )aes una red en € tal que U, | (). Probaremos que
ligl Uallm,p = 0.

Si [|Uagll,n, = 0 para algin ag € I, entonces no hay nada que probar. Por lo tanto,

supongamos que ||Uy,||mp > 0 para cada «a € I y elegimos V,, € U,, V, € €, de manera

que

1
SWallmp = p(m(Va)).

Ahora, como lim p(m(V,)) = 0, se obtiene lo deseado. O

Ahora bien, para x € X consideramos la funcién a valores reales positivos

Nop(@) = mf{||W||;np : @ € W, W es abierto}.
Teorema 46. Para cada x € X,

N

m,p

() = mf{||U||mp: U € Q;z € U}.

Demostracion. Claramente, Ny, ,(z) < Wf{||U]|m,p : U € ;2 € U}. Reciprocamente,
sea W un abierto tal que z € W. Existe U € ) tal que x € U C W, lo que implica que
NUlmp < [|W/||mp- Por tanto

f{||U]|mp: U € Qz € U} < |[|[W||np-
Tomando infimo al lado derecho de la desigualdad, se obtiene

f{||U]|myp: U € Qe U} < N, ,(2).
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Teorema 47. Sea p € I'. Para cada abierto W de X se tiene
W lnp = sup{Nimp(z) : 2 € W}
Demostracion. Por definicion, si x € W, entonces Ny, () < [|[W]|mp, por lo que
SSVI‘)/Nmp(x) < [[Wllnp-

Para probar la desigualdad contraria, basta probar que para cada V' C W, con
V € Q, se cumple
p(m(V)) < sup N ().

zeW

Sea V € Q,V C W. Sea s > 0 tal que sup{N,,,(z) : = € W} < s. Se define
A={T € Q:||T||mp < s}. Esta coleccion es un cubrimiento de V. En efecto, sia € V'
entonces a € W por lo que NV, ,(a) < s. Asi, existe U € Q tal que a € U y ||U||myp < s.
Luego, U € A.

Ahora bien, consideramos 17,175 € A y U € Q con U C T} UT5. Se tiene

p(m(U)) < plm(UNTy) +m(U N (T2 \ T1))]
< max{p(m(U N 1)), p(m(U N (T2 \ T1)))}
< max{|[U A L[, 10O (T2 \ T1) [}
< m&{|| T [, [ T2l lmp} <
= [TV U [y < s
Por lo tanto, A es cerrado bajo uniones finitas. De esta manera A es un conjunto
dirigido. Por tanto (V' \ T)rea es una red en Q tal que V' \ T | ) y m es una medida,

se tiene que

i [V 7]}y = 0
Por lo que existe Ty € A tal que ||V \ Tol|mp < s. Y asi,

pm(V)) < mix{p(m(V N o)), pm(V \ To))} < s.
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Notar que, como consecuencia de la condicién [B], la funciéon conjunto || - ||, ¥

por ende también N, ,, es siempre finita.

Teorema 48. Sip € T, entonces Ny, es semicontinua superior (s.c.s.). Es mds, si

UeQyd>0, entonces
Usp :={x €U : Ny ,(x) >0} es compacto.

Demostracion. Para probar que N, , es s.c.s. es suficiente mostrar que X, es cerrado.
Siy € X\ X, entonces N,,,(y) < d por lo que existe U € Q tal que y € Uy

||U||m,p < 9. Ahora, para este U se tiene
z2e€U = Np,p(2) <d=z€ X\ Xy,

por lo que U C X \ X,

Por otro lado, sea {V,, }nce un cubrimiento por abiertos de Us,. Sin perder genera-
lidad podemos suponer que cada V,, es un clopen. Es més, como Us,, C U, podemos
considerar V,, C U. Ahora bien, sea z € U. Si x € Uy, elegimos U, = V,, para algin
a € @ tal que x € V,,. Si x ¢ Us,, tomamos U, como sigue: Como N, , es s.c.s., existe
U, € Qtal que z € U, C U\ Usp.

Para cualquier subconjunto finito F' de U, definimos Up = U \ U U,. Claramente,

zeF
(Ur)r es una red en Q tal que Ur | 0, por lo que

10 [ U = 0.

Asi, dado § > 0, existe Fy C U finito tal que ||Ug,||mp < d, por lo que para cada
y € Ugyy Nonp(y) < 9, es decir, Ug, NUs, = 0. Esto es,

Usp C |J Ue= | Ve

xz€Fy € Fy

De esta forma, Us, es compacto.
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Teorema 49. Sean mi,msy : 2 — E dos medidas vectoriales. Se tiene que mi + mo

y my — mg son medidas vectoriales definidas en €). Mds ain, cualquiera sea p € T, se

cumple

(a)
Nm1+m2,p < méX{thm Nm2,p}

(b)
|Nm17p - Nm27p’ < le—mg,p

Demostracion. De la definicion de medida, es directo que mq + ms y m; — ms son

medidas vectoriales en §2. Por otro lado, dado U € 2 notar que

U |y 4mop < MEXLU |y s [[U o, }-
Asi, para r € X
(a)

N mapl) = 0t {10l bmnsmag : U €0, 2 € U}
< ot ({10l s 10 g = U € 9,2 € U}
= max{If{||U||pm, p: U € Q,z € U}, Inf{||U||m,, : U € Q,x € U}}
= max{ N, (), Ny p(2) }

(b)
thp<x) = Nm17m2+m2,p(x) < méX{le*mz,P<x>7Nmmp(w)} < le*mmp +Nm27p

= thp(I) - Nmz,p(x) < Nm1—mz,p(x)-

Analogamente, se demuestra que N, ,(2) — Nop, 5(2) < Ny iy ().
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4.2. Operadores Integrales Vectoriales

Al igual que en el caso escalar, denotamos por F a un espacio vectorial de funciones

K-valuadas definidas en X. Consideramos
QF)={UC X : fXy € Fparacada f € F}

En la seccion 2.2 se vio que ©(F) es un anillo y X € Q(F). Denotamos por 7(F)
a la topologia cero-dimensional en X generada por (F). Ademés, recordamos que F
se dice que es un Espacio de Wolfheze si cada f € F es 7(F)-continua y para cada
a € X, existe f € F tal que f(z) # 0 (ver Definicion 14). En este caso, el Teorema 15
nos dice que la topologia 7(F) es la topologia en X mas débil tal que hace continua a
cada f € F.

De ahora en adelante F denotara un espacio de Wolftheze.

Definicion 50. Un operador lineal I : F — E es un operador integral en F, o simple-

mente una integral, s

[I] Para cada red (fo)aecn en F tal que fo | 0 y para cada g, € F con |go| < |fal, se
tiene

lim I(g,) =0
Observacion 51. La condicion [I] es equivalente a
[[’] Para cada red (fo)aca tal que fo } 0 y para cada p € Ty > 0 se tiene:

Eziste a € A tal que p(I1(g)) < d para cualquier g € F,|g| < |fal-

En efecto:
] = (1]
Sea 6 >0 yp €. Eriste ag € A tal que a > ag = p(I(f,)) < 6. Sea g € F tal que
9] < | faol- Definimos
me (67 7£ (o %))
he =

g— fo, a=ayp.

42



Se tiene que (ha)aca €s una red en F tal que |ha| < |fal, por lo que existe a; € A tal
que

a>a; = p(I(hy)) <6.

Ast, eligiendo & € A tal que @ > g y @ > « se tiene

p((g)) < max{p(I(g) — I(fa)), p(I(fa))} = max{p(I(hz)), p(I(fs))} < 0.

('] = [1]
Sea (fo)aca una red en F con fo | 0 y para cada o € A elegimos g, € F tal que
lga] < |fa]- Probaremos que h’;n[(ga) = 0. Seap €I, 0 > 0. Eziste oy € A tal
que si g € F con |g| < |faol, entonces p(I(g)) < 6. Ahora, si o > «, entonces
190l < 1ol < |fuul- Por lo tanto, p(I(ga)) < 6.

Sea I un operador integral E-valuado definido en F. Para f € F definimos
mf:Q(.F)——>E, mf(U) :I(fXU).

Claramente, m; esta bien definida. Ademas es finitamente aditiva.

Sea (Uy)aca una red en (F) tal que U, | 0. Para cada o € A, sea V,, € Q(F),
V, C U,. Definimos f, = fAy,. Se tiene que f, | 0y si g, = f&},, entonces g, € F y
|ga] < |fa]- Aplicando [I], tenemos

limm(V,) =1lim I(g,) = 0.

y por lo tanto m; cumple con [M].

Por otro lado, sea p € I' y supongamos que
sup{p(ms(U)) : U € Q(F)} = +o0.

Sea a € K tal que |a] > 1. Existe una sucesion U(1),U(2),... € Q(F) tal que
p(I(f X)) > loff para cada i. Pero aif | 0y |o~ fAyq| < Ja~if], por lo que
lim o™ I(fXy@)) = 0, lo que es una contradiccion. Por lo tanto my satisface la condi-

ciéon [B]. Se sigue que my es una medida vectorial definida en Q(F).

Para simplificar la notacion, denotaremos por N, fp Nmf,p‘
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Lema 52. St I : F — FE es un operador integral en F, f,g € F,a € X yp € I

entonces

|f(@)INgp(a) = |9(a)|Npp(a).

Demostracion. Sea A = {U € Q(F) : a € U}. A es un conjunto dirigido con el or-
den parcial Uy < Uy < Uy C Uy. Definimos h = f(a)g — g(a)f. La red (hXy)yea
en F es tal que hAy | 0, y como I es un operador integral, lim I(hXy) = 0. Sea
d > 0. Existe Uy € A tal que p(I(gXy)) < § para cada V € Q, V C U,. Por la

7(F)-semicontinuidad superior de Ny, podemos suponer que
Vo € Uy, /\/'f,p(x) < /\/'ﬂp(a) + 0.

Asi, para V € Q,V C U se tiene

p(f(a)mg(V) = gla)ms(V)) = p(I(h&Xv)) <6

P (V) < [[Vllmy = supfN7p (@) s 2 € V} < Npla) +6.
Por lo tanto
p(f(a)mg(V)) = p([f(@)my(V) = gla)ms (V)] + g(a)ms (V)

< max{p(f(a)my(V') = g(a)m(V)), p(g(a)m;(V))}
< mdx{0, [g(a)|[Nyp(a) + 6]}

y asi

|f(a)Ngp(a) < [f(@)ll|Ublm,p < max{d, |g(a)|[Nyp(a) + ]}
Por la arbitrariedad de 9, se tiene

|f(@)INgp(a) < |g(a)|Np,p(a).

Intercambiando f por g y repitiendo el procedimiento anterior, obtenemos la igual-

dad.
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Teorema 53. Sea I un operador integral en F y p € I'. Existe una unica funcion

Ni,p: X = [0,00] tal que para cada f € F
Mas ain, Ny, es 7(F)-s.c.s.
Demostracion. Para cada x € X, podemos elegir f € F tal que f(z) # 0 y definir

1
= Ve

N, esté bien definida pues si g € F es cualquier funcion tal que g(z) # 0 entonces,

| (@) INgp(2) = |g(x)|Nyp(2) (lema anterior).

./\/’[71, X — [0,00[, N[’p(l‘)

Para probar la unicidad, suponemos que existe My, : X — [0, oo[ funcién tal que
para cada f € F, |fIM;, = N},. Sea a € X. Existe f € F tal que f(a) # 0. Asi,
| Nip(a)
|f(a)]
Para probar que N7, es 7(F)-s.c.s., tomamos § > 0 y a € X. Existe f € F tal
que f(a) = 1. Sea V ={z € X : |f(z) — 1] < 1}. Como f es 7(F)-continua, V es

Nip(a) = M,(a).

7(JF)-abierto (pues es la imagen inversa por f de la bola centrada en 1 de radio 1).
Ademaés, a € V. Mas atn, |f| = 1 sobre V. Por otro lado, Ny, es 7(F)-s.c.s. (Teorema
11) por lo que existe W € Q(F), a € W tal que para todo 2 € W, Ny, (x) < Ny, (a)+4.

Luego, si consideramos U = V N W, tenemos que a € U y para cada x € U,

Nip(x) = [f(2)IN1p(x) = Npp(x) < Nypla) + 6 = Nip(a) + 6.

Corolario 54. Sea I una integral en F yp € I'. Para f € F, definimos

1o = 11Xl -

Se tiene

1l = sup | (@) Nrp(x) = sup{p(I(9)) : g € F, 9| < [f]}-

Mas ain, {x € X : |f(x)|Nip(x) > 6} es 7(F)-compacto, para cada § > 0.
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Demostracion. La primera igualdad se tiene del hecho que

I2q ’mf,p = sup Nf,p(l')
reX

y del teorema anterior. Por otro lado, si g € F se tiene

p(I(9)) = pI(gXx)) = p(my(X)) < [|X[lmyp = [l9l]1p,
por lo que

[ flrp = sup{p(m(U)) : U € Q}

= sup{p(/(f¥Xy)) : U € Q}
sup{p(1(9)) : g € F,|g| < | f[}
< sup{||gllrp: 9 € F.lg| < [fI}
< | fll1p-

Por tanto, la segunda igualdad queda demostrada.

IN

Finalmente, la ltima afirmacion es directa del hecho que X € Q(F), | fIN7, = N},
y del Teorema 48. O

Corolario 55. Para cadaa € X, existe U € Q(F) tal quea € U y{x € U : Ny ,(x) > §}

es T(F)-compacto para cada 6 > 0.

Demostracion. Sea a € X y f € F tal que f(a) = 1. El conjunto {z : [f(z) — 1| < 1}
es un 7(F)-abierto (pues corresponde a la preimagen a través de f de la bola abierta
en K centrada en 1 de radio 1) por lo que contiene algin U € Q(F) con a € U. Notar
que para todo z € U, |f(x)| = 1, por lo que N, = Ny, en U. Asi, por Teorema 48,
{xeU:Np,>6}={xeU: Ny, >0} es 7(F)-compacto. O

Hemos probado que si I es un operador integral en F, Ny, es 7(F)-s.c.s. y que para
cualquier f € Fy d > 0, el conjunto {x € X : |f(x)|N;p(z) > 6} es 7(F)-compacto.
Denotaremos por ®(F) a la coleccion de todas las funciones ¢ : X — [0, oo 7(F)-s.c.s.

que satisfacen

(Vfe F) (Vo >0){x € X :|f(x)|o(x) >} es 7(F)-compacto).
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Si consideramos K C X un 7(F)-compacto y definimos ¢ = Xk, para f € Fy
d > 0 se tiene {x € X : |f(z)|p(z) >0} = {x € K :|f(z)| > 0} es un 7(F)-cerrado
dentro de un 7(F)-compacto. Luego, {x € X : |f(z)|¢(z) > 6} es 7(F)-compacto. En
consecuencia, ®(F) # (). De manera similiar, se prueba que ®(F) es cerrado bajo el
supremo e infimo sobre subconjuntos finitos de ®(F). Como dijimos anteriormente, si

I es un operador integral, N7, € ®(F).

Ahora, para ¢ € ®(F) definimos

1F1le = sup |/ ()| ().

Claramente, || -||4 es una seminorma no-arquimedeana en F. Por lo tanto, la coleccion
{Il1ls : ¢ € (F)} genera una topologia localmente convexa en F a la que llamaremos

topologia estricta en F.

Teorema 56. Sea I : F — E un operador lineal. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. I es una integral en F.
2. I es estrictamente continua

3. Para cada red (f,) en F y cada f € F tal que f, — 0 uniformemente sobre

T-compactos y | fo| < |f|, se tiene
lim I(f,) = 0.
(64
Demostracion.

1) = 2) [ es estrictamente continua, ya que para cada p € I', N7, € ®(F) y dada f € F,
p(I(f)) = p((fXx)) = p(m (X)) < [ X]m;p = [If]lni,-

2)=3) Seap € 'ye>0.8Sil es estrictamente continua, existe ¢ € ®(F) y § > 0 tal

que

1flle <0 =pI(f) <e
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Sean f € F ¥y {fa}taca una red de elementos de F tal que f, — 0 uniformemente

sobre 7(F)-compactos y |fo| < |f]- Sea Q@ = {z € X : |f(z)|¢(x) > §}. Como

Q es 7(F)-compacto y ¢ 7(F)-s.c.s., tenemos ||¢||q = sup ¢(x) < oo por lo que
z€Q

existe aq tal que

a>ayg = |fo() uniformemente en @),

o
| < —
Jedibs
es decir,

a > ayg = |fa(x)|d(x) < 6 para cada x € Q.
Por otro lado, si z ¢ Q,
|[fa(@)|o(x) < [f(2)]d(x) < 0.

Por lo tanto, para z € X y a > oy se tiene

I falls = Sig |fa(z)|o(x) < 6

lo que implica

p(I(fa)) < esia> ap.

3) = 1) Sea (f,) unared en F tal que f, | 0. Para cada «, elegimos g, € F con |g,| < |fal-

Por Teorema de Dini, f, — 0 sobre 7(F)-compactos. Asi,

1fim I(ga) = 0.

]

Ejemplo 57. Sea X un conjunto no vacio y 2 un anillo de subconjuntos de X tal que
X € Q. Sea G el espacio vectorial generado por {Xy : U € Q}. Sea U € Q. Para g € G
existen Uy, ..U, € Q disjuntos dos a dos y aq,...,a, € K tales que g = > a;Xy,. Se

tiene,

donde cada U; NU € Q. Esto implica que gXy € G y por tanto U € Q(G). Es decir
QcC Q).
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Por otro lado, sea U € QUG). Por hipdtesis, f = Xx € G por lo que Xy = fXy € G.
Ast, existen Vi, ..., V, € Q tales que U = UV;. Por lo tanto U € §2. En consecuencia,
Q =Q(G). De esta forma, G es un espacio de Wolfheze.

Ahora bien, sea m : 0 — E una funcion finitamente aditiva. Existe un inico opera-

dor lineal I definido en G con valores en E tal que
I(Xy) =m(U) para cada U € .

Se tiene que I es un operador integral si y solo si m es una medida. En efecto, supon-
gamos que I es una integral. Para f = Xx € G se tiene que la correspondiente my es
una medida en §). Pero en este caso, my = m. Por otro lado, si m es una medida y

p € I entonces N, , € ®(G). Para cada U € S se cumple
p(I(&)) = p(rlU)) < [[Ullmp = [|&0llmp = sUD N ()

y para g € G existen aq, ..., € K y Uy, ..., U, € Q) disjuntos dos a dos tales que

p(I(g9)) =p (1 (Z ozﬂm))

< max{|a;|p(m(U;))}

< méx {sup |oz,~|/\/'m7p}

zeU;

= sup |g(2)|Nnp(2)
zeX

=[]

NnL,p

por lo que I es una integral.
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4.2.1. Extension de la Integral

Definiciéon 58. Sea I : F — E un operador integral en F. Una funcion f: X — K es

I-integrable si para cada € > 0 y cada p € T, existe h € F tal que

1 = hllip <e.

Denotaremos por L(I) a la familia de todas las funciones I-integrables.

Para 0 > 0y p €', se define
Xt,p = {Jf eX :Nf,p Z t}

La topologia que consideraremos en X;, es la relativa inducida por 7(F) en X.

Una caracterizacion de estas funciones es la siguiente:

Teorema 59. Sea f: X — K una funcion. Se tiene que f es I-integrable si y solo si

cumple las siguientes dos condiciones:
1) f es T(F)-continua en cada Xy, para cadat >0 ypel.

2) Para cada § > 0 y p € I, existe un 7(F)-compacto Qs,, contenido en algin X,

tal que

|f(x)|N7p(x) < 6; para cada x € X \ Q.
Demostracion. Sea f € L(I). Sea p € I'. Existe una sucesion {g, }, en F tal que
m || f = gnllz, = 0.
n—oo
Ahora, sit >0y z € X;,, entonces

i) 1) = D < S

Asi, (gn)n converge uniformemente a f sobre X, ,, y por tanto, f es 7(F)-continua en

Xip-
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Sea § > 0. Existe g € F tal que ||f — g||7, < d. El conjunto
Q' ={z € X :|g(x)|Nip(x) = 6}

es 7(F)-compacto en X. Si elegimos ¢ > 0 tal que t||g||or < J, entonces Q = Q' N X;,
también es 7(F)-compacto. Ahora supongamos que z ¢ Q. Si x ¢ @' tenemos que
lg(z)|N1p(x) < d. Por otro lado, si x € @'\ @, entonces x ¢ X;,, lo que implica
Nip(x) < t. Asi,

| (@) Wip(r) < max{|f(z) = g(x)|N1p(2), |9(2)IN1p(2)} < max{d, t]lgllo} < 0.

Reciprocamente, supongamos que f satisface las condiciones 1) y 2). Sea 6 > 0y
p € I'. Construiremos una g € F tal que ||f — gl|1, < 9.
Sean () y t>0 tales que @ sea un 7(F)-compacto contenido en algin X;,. Las

aplicaciones f y N7 son acotadas en Q. Sea M > 0, con M > ||f|lg, M > ||Ni,|lg- Sea
$ = min {t,5M_1} )

Notar que @ C X;, C X;, v f: Xs, = K es 7(F)-continua. Por el Lema 25, existe

g € F tal que ||g]| <[[fllq, 9] < [fl en Xep v |lg = fllo < s.

Ahora bien, si x € () se cumple que
| f(z) — g(2)|Npp(@) < sM <0,
siz e X, \ Q se tiene

|f(z) = g(@)|Nip(x) < | f(2)Nip(z) <0
y si ¢ X, entonces
[f () = 9(@)|Npp(x) < max{|f(2)IN1p(x), l9(2)IN1p(2)}
<max {J,||f|los} = 9.

Por lo tanto,

f = gllrp < 0.
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El siguiente corolario nos da ejemplos de funciones fuera de F que son [-integrables.

Corolario 60. Si f : X — K es acotada y 7(F)-continua, entonces f es

I-integrable.

Demostracion. Claramente, f cumple con la condicion (1) del Teorema anterior. Sea

0 >0y peTl. Por el Teorema 54, el conjunto
Q={ze X :|f(2)Nip(z) = 6}

es 7(F)-compacto. Ademas, si llamamos s = entonces

o
/117
QC {x € X : Npp(x) > ﬁ} = Xs -

Luego, f satisface la condicion (2) del Teorema anterior. ]

Claramente, £(I) es un espacio vectorial sobre K. Luego, 2(£(I)) es un anillo de
subconjuntos de X que genera una topologia cero-dimensional que llamamos 7(L£(])).
Notar también que si £(I) es dotado de la topologia localmente convexa generada por la
familia {|| - || }per, entonces F es denso en £(I). En consecuencia, el operador integral
I puede extenderse de manera tnica a un operador I* : £(I) — F lineal continuo, esto
es, tal que

p(I*(f)) < |Ifllrp para cadap € I'y f € L(I).

Al igual que en el caso escalar, £(I) es un Espacio de Wolfheze e I* es una integral

sobre L£(I). Antes de demostrar esto, consideremos la siguiente coleccion:
={VcCcX:VnX;,esun 7(F)-clopen en X;,, paratodot >0y pe '}

Claramente 2* es un anillo de subconjuntos de X tal que X € Q*. Denotamos por 7* a
la topologia cero-dimensional generada por 2* en X. Consecuencia del Teorema 59, es

que Q* C Q(L(I)). Asi, la topologia 7% es menos fina que 7(L£(])).
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Lema 61. Una funcion f : X — K es 7*-continua si y solo si es continua en cada X, ,.

Demostracion. Sea Aunclopenen E,t >0ype . Si f: Xlxt,p — E es 7(F)-continua
en cada X;,, entonces por definicion f~1(A) € Q*, por lo que f es 7*-continua. Por
otro lado, si f es T*-continua, entonces existe A C Q* tal que f~1(A) =U{V : V € A}.
Como

AN X,=U{VNX,:VeA}

entonces f~'(A) N X,, es un T-abierto, por lo que f es 7(F)-continua en X; . ]

Teorema 62. Sea I : F — E un operador integral sobre F. Se tiene que L(I) también

es un espacio de Wolfheze y la extension I* es un operador integral en L(I).

Demostracion. Consideramos f € L£(I). Por Teorema 59 y Lema 61, f es 7"-continua
y por tanto, 7(L(I))-continua. Del hecho que F C L(I), se concluye que L£(I) es un
espacio de Woltheze.

Por otro lado, falta ver que I* es una integral en £(I). Notar que
Q(F) C Q(L(T)).

En efecto: sea V € Q(F). Mostraremos que f&y € L(I) para f € L(I). Seae >0y
p € I'. Existe g € F tal que ||f — g||lrp < ey gXy € F. Asi

17X = 9&vlry = sup|f(z) = g(x)IN1p(2)

<If = 9llrp

<e.

Por lo tanto, V' € Q(L(I)). Lo que implica que 7(F) C 7(L£([)). Luego, N7, es
7(L(I))-semicontinua superior. Ademas, 7(L£(I)) es la topologia més débil que hace
continua a cada f € L£(I) por lo que 7" = 7(L([])). Del hecho que 7* y 7(F) inducen la
misma topologia en X;, se tiene que Ny, € ®(L(])) y de esta forma I* es estrictamente
continua.

Del teorema 56 se obtiene lo buscado. O
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Corolario 63. Ny, = N;, para cada p € T, L(I*) = L(I) y [** = I*.

Demostracion. Consideramos V¥ la familia de todas las funciones 1 definidas en X a

valores reales no negativos tales que

» ¢ es 7(L(]))-semicontinua superior

= p(I*(f) < [fllw: f € £{T).

Sea ) € ¥, a € X ye>0.Elegimos U € Q(L(])) tal que a € U y ¥(z) < ¢(a) + ¢
para cada x € U. Sea f € L(I) tal que |f(a)| =1y |f| < 1. Se tiene que Ay f € L(I) y

p(I"(Xo f)) < || flle-
Por Corolario 54, se tiene

X [l 1+ p = sup{p(I*(g)) - g € £(1), |g] < |Xu f1}
< sup{|lglly : g € L(I), |g] < |Xu f}

< || X £l

lo que implica que

Nip(a) < sup | ()| Ny p(x)

zelU

< sup | f(x)[¢(x)

zelU

< sup ()
zelU

< (a) +e.

De la arbitrariedad de ¢ se concluye N« ,(a) < 9(a). Como N7, € ¥, tenemos que
Nisp < Niy.

Para probar la desigualdad contraria, supongamos que existe a € X y ¢t > 0 tal
que Np-p(a) < t < Nip(a). Por Corolario 55, existe V. € Q(L([)) tal que a € V' y
{x € V : Npp(x) > 0} es 7(L(I))-compacto para todo 6 > 0. Como 7(L(I)) = 7%,
existe U € Q* tal que a € U C V. Del hecho que a € {z € V : N+ ,(z) < t} y ya
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que dicho conjunto es 7*-abierto, podemos elegir U contenido en dicho conjunto. Por
otro lado, como X}, es 7(F)-cerrado en X y U N X;, es 7(F)-clopen en X; ,, entonces
UU (X \ X;,) es T-abierto, ya que U = U{U N X;, : t > 0}. Luego, si f € F, con
|f(a)] =1y |f] <1, se tiene
t <|f(a)|Nip(a)

= Ninjp(a)

<10 U (X Xip)l g

— sup{p(mg(W)) : W € QW € UU (X \ X))

lo que implica que existe W € QW C U U (X \ X,) tal que

pU(Xw f)) = plms(W)) > t.

Como Xy f e FC L(I)yU e Q C QL(])), se tiene que Xy (Xw f) = Xunw f € L(I).
Por definicion de I*, tenemos
p(I(Xw f — Xuaw f)) S || Xw f— Xoaw fll1p

= sup | Xy f (@) | Nip(z)
zeX

< sup | Xy\u| Ny p(); (1f1<1)
zeX

= sup Np,(z)

zeW\U

< sup Np(a);  (WAU C X\ Xyy)

$€X\Xt’p

< 1.

Luego,
p(I"(Xw f — Xoew [)) <t < p(I(Xw [)).

Ahora, como Xy f € F, entonces I*(Xy f) = [(Xw f) y por lo que

p(I"(Xw [ — Xuaw f)) <t <p(I*(Xwf)).
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Por lo tanto,

t <p(I"(Xuawf)) < sup ’f(x)‘NI*p(x)

zeWnU

< sup | f (@) [Np p()

zelU

<t

lo que es un absurdo. Por lo tanto, NI*,p > NLp‘

4.2.2. Caracterizaciéon de Funciones Integrables

Finalizamos la seccion de Integracion dando una caracterizacion de las funciones

integrables con respecto a la topologia 7*
Lema 64. Sea () C X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Q es T*-compacto
b) Q es T-compacto y Q \ Xy, €s finito para algin t > 0 y algun p € I

Demostracion. (b) = (a)
Seat>0ypel. Sea A un 7*-abierto en X, ,, es decir, existe B 7*-abierto en X tal
que A = BN X;,. Existe {U,}, coleccion de elementos de 2* tal que B = UU,,. Asi,
A =J(U,NX,,) donde cada U, N X}, es un 7-clopen en X, (por definicion de Q*).
Por lo tanto, A es un T-abierto en X, ,. En consecuencia, las topologias 7y 7* coinciden
en cada X;,, t > 0,p eI

Por otro lado, seat > 0y p € I tal que @\ X;, es finito. Sea {V, }, cubrimiento de
() N X,, por T-abiertos en X y V un 7-abierto en X que cubre @ \ X;,. Por hipdtesis,

Q@ es T-compacto y como
Q= (Q N Xt,p) U (Q \ Xt,p)

existen Vi, ..., Vi elementos de dicho cubrimiento tales que

Q\ Xy CQC (UV")UV
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Por lo tanto @ N X;, es 7-compacto, y por lo anterior, @) N X;, es 7*-compacto. Se

concluye que () es un 7*-compacto.

(a) = (b)
Reciprocamente, sea () un conjunto 7*-compacto. Como 7 C 7" se tiene que () es

T-compacto. Sea Qo = {r € Q : v € X, , para algin t > 0 y algtin p € I'}.

Demostraremos la siguiente afirmacion: Cada subconjunto de @ \ Qo es 7*-clopen,
Q \ Qo es finito y Qg es T*-compacto. En efecto: sea A C @\ Qo y consideramos B € ).
Notemos que para todot >0ypel, ANX,, =0y

(X\A)NBNX,,=BNX,.
Por lo tanto AN B € Q*y (X \ A) N B € Q. Luego, A es un 7*-abierto pues
A=An|JB=|]AnB
BeQ BeQ
pero también es 7*-cerrado ya que
X\A=X\4n|JB=Jx\4)nB
BeQ BeQ

Asi, @\ Qo es un 7*-clopen, y por tanto, un 7*-compacto. Por otro lado, para cada
r € Q\ Qo, el conjunto {z} es un 7*-clopen. Entonces, existen 1, ..., x, € Q \ Qo tales

que Q \ Qo C {z1,...,x,}. Luego, Q \ Qo es finito. Finalmente, la 7*-compacidad de @

implica la 7*-compacidad de Q.

Ahora bien, por lo anterior, es suficiente mostrar que existe t > 0y p € I' tal que
Qo C X,,. Supongamos que ¢y no vive en ningin X, ,, esto es, para cada p € I,
mf{N;,(z) ;2 € Qo} =0.Seape 'y o € Kcon 0 < |o| < 1. Existen ay, as, as, ... € Q
tales que para cada n € N, Nj,(a,) < |a" y Nip(a,) < Nip(an—1). Como N7, es

T*-semicontinua superior, para cada n podemos elegir U, € Q* tal que Ny, < |a|”
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sobre U,,. Definimos la funcién
g: X =K, g=> a " Xy,nfen @50}
n=1
Sea x € X. Si Nj,(x) = 0, entonces g(z) = 0. Si, por otro lado, existe s > 0 tal que

Nip(z) > s entonces  vive en, a lo mas, una cantidad finita de bésicos U,,. Por lo tanto,
o

g esta bien definida. Por otra parte, cualquiera sea t > 0, Ixp,y = Za_"XUth’p es
' n=1

localmente constante y cada U, N X;, es un 7-clopen en X;,, por lo que la restricciéon

9)x,, S T-continua en X ,. Por Lema 61, g es 7"-continua en X.
t,p

Finalmente, notamos que
'-'Un—&-l cU,c..cU,cl

por lo que si elegimos by, bs, ..., by, ... en @y de manera que b, € U, \ U,;; para cada

n € N, obtenemos una sucesion tal que

19(b1)] < g(b2)| < ... < |g(bn)] < ...

lo que contradice el hecho que )y es 7*-compacto.

Teorema 65. L(I) consiste en todas las funciones f : X — K tales que

(1°) f es T*-continua

(2’) Para cada 6 >0 yp e, {x:|f(x)Np(x)>d} es m*-compacto.

Demostracion. Se demostrara que (1) y (2') son equivalentes a (1) y (2) del Teorema
59, respectivamente.

Del Lema 61, es directo que (1) <= (1'). Por otro lado, La equivalencia entre (2) y
(2') es una consecuencia del lema anterior y del hecho que en cada X, , las topologias

Ty 7" coinciden.
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Capitulo 5

El Teorema de Radon-Nikodym

Bajo el mismo contexto del capitulo anterior, se mostrara una versiéon del famoso
resultado que le da el nombre a este capitulo, en el marco de nuestra teoria. Conside-
raremos las mismas notaciones y definiciones del capitulo antedicho.

Lo primero sera definir cuando una funcién vectorial sera integrable con respecto a

una medida escalar.

5.1. Funciones vectoriales integrables
Sea F (X, E) un espacio vectorial de funciones E-valuadas definidas en X. Definimos
QFX,E)={UC X : Xy ® feF(X,E), paracada f € F(X,E)}

La coleccion Q(F(X, E)) es un anillo de subconjuntos de X y X € Q(F(X, E)), por lo

tanto genera una topologia sobre X, que denotaremos por 7(F (X, E)).

Definicion 66. Un espacio vectorial de funciones F(X, E) se llama espacio de Wolfheze

5%
1) cada f € F(X,E) es 7(F(X, E))-continua.

2) para cada x € X, existe f € F(X, E) tal que f(x) # 0.
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Teorema 67. Sea F(X, E) un espacio de Wolfheze. La topologia 7(F (X, E)), generada
por el anillo QF (X, E)), es la topologia en X mds débil tal que hace continua a cada
feF(X,E).

Demostracion. Es completamente analoga a la demostracion del Teorema 15. [

Ahora bien, sea (X, 7) un espacio topologico cero-dimensional y 2 el anillo de sub-
conjuntos 7-clopen de X. Finalmente, consideraremos y : {2 — K una medida escalar.

Sea F(X) = ({Xy : U € Q}). En el Ejemplo 57, vemos que F(X) es un espacio de
Woltheze y 7 = 7(2(F)). Méas atn, si definimos I : F(X) — K el operador lineal tal
que I(Xy) = pu(U), éste resulta ser un operador integral. Por Teorema 19, existe una
tnica N7 : X — [0, +o0[ 7-semicontinua superior, asociada a F(X) y a I, tal que para

cada f € F(X), |fIN; = N;. Ademas, 1 = Xx € F(X), por lo que
Ni = |Xx|Nr = Nx, = N,

va que px, (U) = I(XyXy) = I(Xy) = p(U).

e, velU
Consideramos F(X, E) = ({Ay®e : U € Q,e € E}) donde Ay®e(z) =

0, x¢U
Siguiendo un razonamiento anélogo al del Ejemplo 57, vemos que F (X, E') es un espacio

de Wolfheze.
Parap el fijay g: X — FE, definimos

gl = 22)1??(9@))1\[#(1')

lo que resulta ser una seminorma no-arquimedeana en F (X, E).

Diremos que g es p-integrable si:
(Vp € I)(Ve > 0)(3h € F(X, E))(llg = hllup < ).

Denotamos por L(u, E) al espacio vectorial de todas las funciones p-integrables
definidas en X con valores en E. La familia de seminormas {|| - ||, }per genera una

topologia localmente convexa en L(u, F).
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Con el fin de dar una caracterizacion de las funciones pu-integrables, tenemos el

siguiente lema.

Lema 68. Sea Y C X y Q un subconjunto 7(F (X, E))-compacto de Y. Para cada
funcion T(F(X, E))-continua f 1Y — FE, cada p € ' y cada 6 > 0 existe una funcion
g € F(X,E) tal que

= |lgllxp = :g}gp(g(x)) <||fllepr = ilelgp(f(fr)),
» p(g) <p(f) enY y

" ||9_f||Q,p <.

Demostracion. Todos los términos topologicos en esta demostracion son con respecto
aT(F(X,E)).

Sea s = || f||gp- Sin perder generalidad, podemos asumir que s < 1. El conjunto
Q ={x € Q:p(f(x)) >} es compacto. Para cada a € @’ elegimos g, € F(X) con
gala) =1y U, € QF(X)) = Q tal que

a €U, C g (Bss—1(1)) ={z: |galz) — 1| < s} y
YNU, C{z:p(f(x) = f(a)) < 6} (se puede ya que f es continua).

Se tiene que |g,| = len U, y | f| = | f(a)| en YNU, (ya que a € Q'). Por compacidad,

existe un cubrimiento finito Uy, ..., Usr) € € de @Q'. Definiendo
V(i) = Uai) \ H{Uagy) 1 J <1}

obtenemos un cubrimiento disjunto {V'(1),...,V(k)} para @’ de elementos de (2. Para
x € V(i), se cumple que |gq¢) ()| = 1y p(f(z)) = p(f(a(i))). Ahora bien, consideramos

la funcion .
g: X—=FE g= Zga(z’)XV(i) ® f(a(i)).
i=1

Claramente g € F(X,E) y ||9llxp < |Ifllop- Sea z € Y. Si & ¢ UV (i) trivialmente
p(g(z)) < p(f(x)). Si xz € V(i) entonces

p(9(x)) = 9ai) (2)[p(f (a(2))) = p(f(a(i)) = p(f(x))-
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Por tanto, p(g) < p(f) en Y. Ahora sea z € Q. Si x € V(i), entonces

p(g(x) = f(@)) = p(ga@i)(x) f (ali)) — f(x))
= p(f(a(i)[gae () = 1] + [f(a(i)) — f(2)])
< mdx{|ga(i) () — Lp(f(a(@))), p(f(al(i)) — f(x))}
< max{ds||fllq, }
= max{ds s, 8} = 6.

Siz ¢ UV (i), entonces = ¢ Q" y p(g(z) — f(x)) = p(f(x)) < 6. Por lo tanto,
g = fllop < 0.

[]

Teorema 69. Una funcion f : X — E es p-integrable si y solo si satisface las siguientes

condiciones
(a) [ es T(F(X, E))-continua en cada X; = {x € X : N,(z) > t}, t > 0.

(b) Para cada 6 >0 yp € T, existe un 7(F(X, E))-compacto @), contenido en algin
Xi, tal que p(f)N, <0 fuera de Q.

Demostracion. Nuevamente, la topologia en X es 7(F(X, E)).
Sea f € L(u, E) y p € I'. Existe una sucesion {g,}, de elementos de F(X, E) tal

que lim ||f — gu||up = 0. Ahora, sit > 0y z € X;, entonces
n—oo

f@)Nu(zx) _ 1
(l‘) §¥‘|gn_f||ﬂ7p‘

o p(gn(I) -
bl () — f(a)) =

I
Asi, (gn)n converge uniformemente a f sobre X;, y por tanto, f es continua en X;.

Sea § > 0. Existe g € F(X, F) tal que ||f — g||.p < 0. El conjunto
R={x€ X :p(g(x)N,(x) >}

n
es compacto en X ya que si g = Z Xy, ® e; entonces
i=1

sg)[?p(g(x)) =max{p(e;): 1 <i<n}=M
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por lo que

)
Rc{xeX:Nuzﬂ}.

Si elegimos ¢ > 0 tal que t||g||r, < J, entonces Q = R N X, también es compacto.
Ahora supongamos que = ¢ Q. Si ¢ R, entonces p(g(z))N,(x) < 0. Por otro lado, si
z € Q\ R, entonces = ¢ X, ,, lo que implica N, (z) < t. Asi,

P (@) () < méx{p(f(z) — ga)N(), plg(2)) N ()}
< méx{3, tllgllg,} = o.

Reciprocamente, supongamos que f satisface las condiciones a) y b). Sea 6 > 0.
Construiremos una g € F(X, E) tal que ||f — g|[up < 0. Sean @ y t como en la
condicion b). Las aplicaciones f y N, son acotadas en Q. Sea M > 0, con M > || f||qp
M > ||M.lgp- Sea s = min{t,6M~'}. Notar que Q C X, C X,y f: Xs = F es
continua. Por el lema anterior, existe g € F(X, E) tal que ||g||x, < ||fllop p(9) < p(f)

en Xy |lg = fllop < s

Ahora bien, si z € () se cumple que
p(f(@) — g(x))Nu(z) < sM < 6,
six € X, \ @ se tiene

p(f(z) — g(z))Nu(z) < p(f(2))Nu(z) <6
y si x ¢ X, entonces

p(f(@) — g(x))Nou(2) < max{p(f(2))Np(2), p(g(x))N,u(2)}
< méax{d, [|fllqps} = o.

Por lo tanto,

1f = 9llup < 6.
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5.2. Medidas absolutamente continuas

Lema 70. Sea p : Q — K una medida escalar. Sea a € X y ¢ €]0,1[. Para cada U
vecindad de a existe una vecindad W € Q de a tal que W C U y |u(W)| > cN,(a).

Demostracion. Sea U vecindad de a. Supongamos que U € Q y que |u(U)| < cN,(a)
(en caso contrario, el lema es evidente). Si para cada V € Q,V C U se cumple que
(V)| < eN,(a) entonces

Nu(a) < ||U[lu < cNu(a)
lo que contradice el hecho que 0 < ¢ < 1. Por lo tanto, existe un Wy € Q tal que Wy, C U

v |(Wo)| > eNyu(a). Sia € Wy, entonces basta considerar W = W,. Suponemos que
a ¢ Wy. Si hacemos W = U \ Wy, se tiene

[(W)] = [u(U) = p(Wo)| = [u(Wo)| = cNyu(a).
O

El Lema 70, muestra que las siguientes definiciones (especialmente (i7) y (#i7)) tienen

sentido:

Definicion 71. Sea 0 : Q2 — E una funcion conjunto y sea u : 2 — K una medida

escalar. Para a € X, e € E, ¢ €]0,1], r € R escribiremos:

(i) LIM O(U) = e si

U—a

(VpeD)(Ve>0)AU € Q,acU)V CUV eQ=plV)—e) <e);

(i) LIM,.0(U) = e si

U—a

(VpeD)(Ve>0)(AU € QacU)(V CUV € QuV)| > cNu(a) = p(d(V)—e) <e);

(iii) LIM, O(U) = e si para todo ¢ €]0,1[, LIM, . 0(U) = e;

U—a U—a

(iv) Parap €T, %IMp(H(U)) =r s
—a

(Ve >0)(AU € Q,acU)(r —e <sup{p(d(V)): VeQVCU}<r+e)
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Lema 72. Sea m : Q — E una medida vectorial y sea a € X. Se tiene
(a) Ninyla) = LIMp(m(U))
—a
(b) ¥p € T', Ny p(a) =0 = LIM m(U) =0
—a

(c) Sea p : Q@ = K una medida escalar y 0 < ¢ < 1. Si LIM, . m(U) = 0 entonces
U—a
LIM m(U) =0
U—a

Demostracion.

(a) Ya que m es una medida, basta probar que
(Ve > 0)(AU € Q,a € U)(Nmpla) —e < ||U||lmp < Nmp(a) +¢)
o equivalentemente
(Ve > 0)(BU €2 a & U)([[[Ullmp — Nonp (@) < )
lo que es directo de la definicion de N, .
(b) Vp e T, Nppp(a) =0<= (Ve > 0)(Vp e I)(3U € Q,a € U)(||U||mp <€)
— (Ve >0)(VpeD)(IU € Q,a € U)(sup{p(m((V)): VeQ,VCU}<e)

— Ve>0)(VpeD)(TU €QacU)(VeVCU=pmlV)<e)

<=LIM m(U) =0

U-a

(c) Sea ¢ > 0. Por definicion, existe U € Q tal que a € U y para todo V € Q con

V CUy |u(V)| > eN,(a), se tiene que p(m(V)) <e. Sea W € Q tal que W C U

y |p(W)| < N,(a). Por Lema 70, podemos asumir que |u(U)| > eN,(a). Se tiene
WU\ W) = [uU)] = eNyu(a), por lo tanto

p(m(W)) = p(m(U) —m(U\ W)) < max{p(m(U)), p(m(U\ W))} <e
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A continuacion, definiremos una medida vectorial de suma importancia en los resul-

tados que proceden.

Consideramos el operador lineal T}, : (X, E) — E definido por
Tu(X @) = u(U)e.

(Para ver que T}, esta bien definido, tome dos representaciones de f, > Ay, ® e;, y
ZXV]. ® bj, con U, NU = 0 =Vi,NV;sik+#I,y suponga que UU; = UV; = X. Note
ademas que si U; N'V; # () entonces e; = b;, para cada i, j.)

El operador T}, satisface

Vpel, p(Tu(f) <l (f € F(X, E)).

En efecto, para p € I':

p(T.(f))=p (TM (Z Ay, ® ei>>

< max{p(u(U)e;) : 1 <i < n}

— max{|u(U;)|p(e;) : 1< i < n}

< A{|IUi]|up(es) : 1 < i < n}

= méx {sup ple)N,y(x):1<i < n}

zeU;

= sup p(f(2))Nu()

= [1f1lup

Ahora bien, F(X, E) es denso en L(u, F) (con respecto a la familia de seminormas
{Il - llup}per), por lo que T, puede ser extendido continuamente de manera tnica a

L(p, E), satisfaciendo

Vpel, p(Tu(f) <fllup,  (f € Lw, E)).

Por otro lado, si fijamos g € L(u, E), con ||g||x,p, < +00 para cada p € I', definimos

Sy L(p) — E, Sg(f) = T,u(f ® g)
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y por el Teorema 56, S, es un operador integral. En efecto, para f € L(u) y p € T, se

tiene

p(Sy(f) =p(Tu(f @ g))
< ||f ®9Hu,p
= iggp(f(x)g(w))/\/u(w)

< [lgllxpsup |f(x)|N,u(z)
zeX

= [lgllxp!f1lu-

Luego, por Ejemplo 57, existe una tnica medida vectorial my : 2 — E asociado a S,

tal que my(U) = S,(Xy) = T,,(Xy ® g).
Denotaremos a my por p ® g. Notar que si g = e, entonces p ® e(U) = p(U)e.

Ahora, para p € T', describiremos || - ||u29p ¥ Nugg,p €0 términos de || - ||, y N,

respectivamente: Para U € (),

U pogp =sup{ip(p® g(V)) : V Cc U,V € Q}
= sup{p(9,(Xy)) : V C U,V € Q}
< sup{[lgllx||Xvll, : V C UV e Q}
= [lgllxpsup{[[Xv[l, -V C UV € Q}
= llgllxpsup{l[VI[. : V C UV € Q}
= [lgllxp U]

Por otro lado, para x € X

Noisg(@) = WL ||usg s @ € W, W € Q)
< {llgllxlIW |, : = € W, W € 2}
= [lglLx, mELIIW ||, : w € W, W € Q)
= [lgllx, N ().
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Lema 73. Sea i : Q — K una medida escalar y g € L(u, E). Se tiene
LIM [4® g(U) ~ @ gla)(D)] = 0.
Demostracion. Seap € I';e > 0y a € X. Notar que

pegU)—p@ga)(U)=peg—g(a)(U).

Sin perder generalidad podemos asumir que g(a) = 0 y N,(a) < 1. Ya que la funciéon
g es p-integrable, por Teorema 69, existe () compacto en X contenido en algin X; tal
que p(g(z))N,(x) < e para cada = ¢ Q y tal que g es continua en X;. Ahora, si a ¢ @,
entonces elegimos U € Q tal que a e U y U C X \ Q. Si a € @, como g es continua en

a, podemos elegir U € (2 tal que
relUNnX, = p(g(z)) <e.

En ambos casos se tiene

VeeU, p(g(z))N,(z)<e.

Entonces, para V € Q2 con V C U,

p(p®g(V)) = p(Tu(Xy ®g))
< || ®gllup

= sup p(&Xy ® g(z))N,(2)

T€X

= sup p(g(x)) N, (z)

zeV
<e
por lo tanto [{]]M @ gU)—p®gla)(U)] =0.
—a
[

Definicion 74. Sea m : Q2 — E una medida vectorial y p : Q@ — K una medida escalar.
Diremos que m es absolutamente continua con respecto a v si, para cada a € X, existe
eq € E tal que

VpeTl, Nn_uge.p(a)=0.

Se escribe, m << .
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Observacion 75. St m << u, para cada U € €, se tiene
|Ully =0=Vp €L, [|Ullmp=0.
Primero, notamos que
Nu(a) =0=Vp e N,,(a)=0.

En efecto, sea a € X tal que N,(a) = 0. Sea p € T'. Por hipdtesis, existe e, € E tal que

No—p@eap(@a) = 0. Ademds, por lo anterior,
Nuseap(a) < |leal|xNu(a) = p(ea)Nyu(a) = 0.
Ast, por Teorema 49,

Nm,p(a) = Nm—u®6a+u®ea,p(a) < méx{Nm—u@ea,p(a)aNu@ea,p(a)} =0.

Ahora bien, sea U € Q tal que ||U||, = 0. Para cada v € X se tiene N,(z) =0, y
por lo anterior, Nm,p(x> = 0. Luego, ||U||mp = 0.

5.3. El Teorema de Radon-Nikodym

A continuacion, enunciamos el principal resultado de este trabajo.

Teorema 76. (Radon-Nikodym) Sea m : @ — E una medida vectorial y p : Q@ — K

una medida escalar. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) m << .
(b) Eziste una funcion g € L(p, E) tal que m = p® g.

Demostracion. (b) = (a)

Directo de Lema 73 y Lema 72.
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(a) = (b)

Por hipotesis, Va € X, Je, € E tal que Vp € T', Ny yge. p(a) = 0.

Primero, mostraremos que si NV, (a) > 0, entonces el e, correspondiente esta tnica-

mente determinado. Supongamos que existe w, € F tal que para cualquier p € T,

Nm—u®ea,p(a) =0= Nm—u@wa,p(a)~

Entonces, para € > 0, existe U € ,a € U tal que

AU [m—poeaps 1U][m—powapt <&

Notar que, en general, p(e)N,(a) = Nugep(a).
Asi, para N,(a) > 0,

p(ea - wa)NM(a) S p(ea - wa)HUHM

= sup |u(V)|p(ea — wa)
VeQ,VcU

= sup pp®el(V)—p®w,(V))
VeQ,vcU

= S pu®ea(V) =m(V)+m(V) = p@wa(V))

= sup max{p(p ® e (V) —m(V)),p(m(V) — p @ we(V))}

VeQ,VcU
= mAX{||U]|m—pseas || U |m—psws } < €

Luego, p(e, — w,) = 0. Por la arbitrariedad de p, podemos concluir que e, = w,.

Ahora, definimos la funcién

o N >0
g: X —E, g(a) = ) )

0, N,(a)=0.

Por lo anterior, g esté bien definida. El siguiente paso es probar que g es p-integrable.

Por Teorema 69, basta mostrar que
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= g es continua en cada Xy, t > 0.

s Para cada § > 0y p € I, existe un compacto @), contenido en algin X;, tal que

p(fIN, <6 fuera de Q.

Seat > 0,p €T ye > 0. Consideramos a € X;. Como Ny,_z4(a)p(@) = 0, por
Lema 72,
LIM [m(U) — p® g(a)(U)] = 0.

U—a

Para este ¢, existe U € 0, a € U tal que

VeV U= pmV)—pnoga)(V) < %t

Sea b € UN X;. Como N,,_pee0)p(0) = 0, podemos elegir V; € Q, Vo C U, b € V} tal

que
VeV clh=pimlV) - p@gb)(vV) < 5
Asi,
plo(a) — 9(6))5 < plola) — 9B (0)
< plg(@) = 90D Vol
= plgla) —g) sup |u(V)
VeQ,VCcVy
= sup  p(p@g(a)(V) —p®g(b)(V))
VeQ,VcWy
e mae] PO —nEg@0)
verven | p(m(V) - @ g(b)(V)
et
=3

por lo que g es continua en Xj;.

Por otro lado, resta probar que para cualquier 6 > 0y p € I, existe un compacto @

contenido en algin X; tal que p(g(z))N,(x) < 0 fuera de Q.
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Definimos Q = {z € X : N,,p(x) > §}. Q es compacto. Probaremos que éste es
el compacto que necesitamos. Notar que para = € X, el hecho que N,,_ 040 p() =0

implica que Ny, ,(2) = Nugg@)p(z). Six ¢ Q, entonces

p(9(2))Nu(2) = Nugga) p(7) = N p(z) < 6.

Falta probar que @) esta contenido en algin X;, ¢ > 0. Cualquiera sea a € @),

nuevamente por Lema 72, existe U, € €2, a € U, tal que

VeQVcU,=pmlV)—-pxgla) <

[\ e

Por la compacidad de @ y el hecho que

Qc | Ua,

acQ

se tiene que existen U,,,...U,, € € tales que
n
QC U U,..
i=1
Luego, si V € Q, V C U,,, entonces

p(m(V)) = p(m(V) = p @ g(a:)(V)) + p ® g(a:)(V))
< méx{p(m(V) — p @ g(a:)(V)),p(n @ g(a:)(V))}

< méx {g,p(u ® g(ai)(V))} :

Eligiendo M > méx{p(g(a;)) : 1 <i <n}yt=0M"" se tiene que Q C X;. En efecto,

si a € @, entonces a € U,, para algin i = 1,...,n. Para cada V € 2, V C U,, se tiene
, [0
p(m(V)) < méx S p(u ® ga) (V)
, [0
= e § 2 (V) p(g()

sHmX{gJu@wwtl}.
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y asi,

0 < Nm,p(a)
= LIMp(m(U))

U—a
< méx{é,étlLIMm(Uﬂ}
2 U—a
=0t "LIM|u(U)|
U—a
= 5t ' N, (a)

lo que implica que

N, (a) > t.

En consecuencia, g es p-integrable.

De esta forma, por Lema 73,

LIM [u®g(U) = p® g(a)(U)] = 0.

U—a

lo que implica que cualquiera sea p € T', Mgy psg(a)p(@) = 0. Luego, por como consi-

deramos g,

Nin-pggp(a) < max{Nn—pgg(@)p(@), Nugg-peg(@ (@)} = 0.
En otras palabras, N,,_ e, = 0. Por lo tanto m = p ® g. O

Corolario 77. Sim << p y g € L(u, E) es la funcion dada por el Teorema anterior,

entonces
(@) Nonp = p(g)N,..

(b) feLlim)= fogeLlinkE).
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Demostracion.
(a) Seaa € X.

Nonp(a) = LIMp(m(U))

U—a

= LIMp(g(a)u(U))

= plgla) LTV |u(U)

= p(g(a))N,u(a)

(b) Nota: Por £(m) entendemos al espacio de las funciones integrables (ver Definicion

24) con respecto a la integral definida por la medida m, como en el Ejemplo 57.

Si f € L(m), entonces paraec > 0y p € I, existe h € F(X) tal que ||f—h||m,p < €.

Se tiene

If®@g—h®g|luy = Slel)gp(f ®g(x) — h ® g(x))N,u(v)

= sup |f(z) = h(@)|p(g(z))N,u(z)

reX
— sup (@) = h(o) Vi 0)
= ||f = hllmp < e.

Por otro lado, existe j € F(X, F) tal que

19 = dllup < o
g = Ilpp = .

m2 = Mk
Finalmente, h® j € F(X,E) y

If©g—=h&jlluy <méx{|lf©g—h&gllup|lh©g—h& ]}

< max{e, [|h||xpllg = Fllup}

= E.

y por tanto f ® g € L(u, E).
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Corolario 78. Sig € Cy(X, E) ym = p® g entonces L(p) C L(m).

Demostracion. Para f € L(p) y € > 0 existe h € F(X) tal que
1f = hllu <e.

Se tiene

|f = Dllm = |f = hllusg
= sup | f(z) — h(z)Nygg(x)

zeX

< llgllx sup |f(z) - h(@) Ny ()

= lgllx[lf = hlln < e

[]

Observacion 79. Notar que a lo largo de este iltimo capitulo dos espacios de Wolfheze
interactuaron: F(X) y F(X, E). El sequndo queda determinado por el primero y por
el espacio E. Para el caso particular en que E sea un espacio normado, no hay mayor
diferencia entre ambos desarrollos, a excepcion de considerar una norma en vez de una
familia de seminormas. Si se considera E = K, entonces ambos espacios de funciones

coinciden, por lo que el presente estudio se simplifica sustancialmente.
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