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Introduccion

Desde hace varias décadas se viene tratando de contestar lo siguiente: Dado un entero
d > 1, scudl es el numero mdzimo p(d) de nodos sobre una superficie en P% de grado
d?. Un nodo es un punto singular especial, y cada superficie en IP’% admite un numero
finito de nodos [7, Teorema 1]. La siguiente tabla muestra los valores o intervalos de p(d)
hasta ahora encontrados.

Grado Niimero maximo de nodos

1 0

2 1

3 4

4 16

5 31

6 65

7 99 < pu(d) < 104

8 168 < p(d) < 174

9 226 < p(d) < 246

10 345 < u(d) < 360

11 425 < p(d) < 480

12 600 < p(d) < 645

d | Sdd—1)(5d—9) < p(d) < dd(d - 1)°

La tnica superficie de grado 1 es el plano proyectivo y claramente, no tiene puntos
singulares, por tanto (1) = 0. La superficie cénica (i.e. la superficie formada por todas
las rectas que pasan por un punto fijo llamado épice) es una superficie de grado 2 cuyo
apice es el inico nodo, y no hay cuddricas irreducibles que tengan méas de un nodo, por
tanto ©(2) = 1. En el caso d = 12, por la superficie de Sarti se obtiene una mejor cota
inferior de la que se tenfa antes, la cual era 576. Algunas de las cotas superiores de p(d)
con d > 8 de la tabla fueron fijadas por Miyaoka [13], mientras que la cota inferior para
d > 13 fue fijada por Chmutov en su articulo Fxamples of projective surfaces with many
singularities [2].

Varias de las superficies que dan una cota inferior a p(d) son invariantes bajo ciertas
acciones del grupo de permutaciones. Esto sugiere buscar una superficie candidata en
familias de hipersuperficies simétricas, lo que también reduce bastante la dimensién de
la familia y muchos cédlculos.

Usando esta idea, en el articulo Symmetric quartics with many nodes [7], Goryunov es-



Introduccion 5

tudia los polinomios de grado 4 invariantes por la accién del grupo de reflexién B, 11 en
C"*1, cuya accién sobre los vectores (g, ..., x,) es permutar las coordenadas y multipli-
car algunas por —1. Estos polinomios determinan cudrticas simétricas en P¢: invariantes
por By1, y siendo unas pocas de éstas hipersuperficies singulares, se escogen las que ten-
gan singularidades aisladas. Goryunov encuentra la siguiente familia de hipersuperficies

en P% cona>1
2

2(a+1) Z x?x?—a Zx? =0

0<i<j<n 0<j<n

n+1).

cuyas singularidades son nodos y en total son 2¢ (a 1

Siendo las rotaciones un grupo de permutaciones, al estudiar los polinomios invariantes
por la accién de un grupo bi-poliédrico GGy, se espera encontrar una hipersuperficie en
P?. de cierto grado (de hecho, serd de grado n) con muchos nodos. Como veremos, la
esperanza no es en vano. En el congreso Europroj de 1996, Goryunov habia afirmado que
G192 admitia una superficie de grado 12 con 600 nodos. Un par de afios mas tarde, Sarti
confirma esto al definir explicitamente tal superficie en el articulo Pencils of Symmetric
Surfaces in P3 [16]. Esta tesina estd basada principalmente en este articulo y se ha
anadido definiciones y resultados (o su referencia) para que su lectura sea comprensible
por un estudiante recién egresado de la Licenciatura.

La estructura de estas notas se describe a continuacién.

El primer capitulo es de preliminares y resultados ttiles en lo sucesivo. En el capitulo 2,
se definen los grupos bi-poliédricos G, y sus generadores. El objetivo principal de este
capitulo es encontrar el mas simple de los polinomios G, —invariantes no triviales, el
cual denotamos S,,. Al final del capitulo 2, se determinan las tres familias de superficies
G, —invariantes en P%, n==06,8,12

Ey(A) : Sp(z) +AQx)2 =0 el

donde Q(z) = 23 + 2% + 23 + 23 es un polinomio G,,— invariante trivial.

En el capitulo 3 se estudian los puntos singulares de las superficies de estas familias,
con el propdsito de determinar las superficies singulares por cada familia, las cuales
resultaran ser superficies nodales. Entre ellas estd la superficie G1o— invariante de 600
nodos, llamada Superficie de Sarti, en honor a Alessandra Sarti.

Por ltimo, en el Apéndice se encuentran los cédigos Magma usados en algunos cédlculos.

Macarena Vilches Yanez FEnero 2021



1 Preliminares

1.1. Variedades Proyectivas

En esta seccién, K denotard un campo algebraicamente cerrado. Se define el espacio afin
% sobre K como el conjunto
A% ={(c1,...,cn) : ¢; € K paracadai=1,..,n}.

A simple vista, A% y K" son el mismo conjunto, pero en el espacio afin no estan definidas
las operaciones adicién ni multiplicacién por escalar, por lo cual ambos conjuntos no
tienen la misma estructura algebraica.

Definicién 1.1.1. Dada una familia J := {P; : i € I'} de polinomios P; € K|[z1, ..., Ty]s,
se denomina lugar de ceros de J al conjunto

V(J):={z € Al : P,(z) =0 para todoi € I},

donde z = (z1, ..., zn). Los subconjuntos de A’ de esta forma son llamados variedades
afines.

Se define el espacio proyectivo P sobre K como el conjunto de todos los subespacios
vectoriales unidimensionales del espacio K"*!, o equivalentemente

P = (K" {(0,...,0)})/ ~

con la relacién de equivalencia sobre los vectores © = (2o, X1, ..., Zn) ¥ Y = (Y0, Y1, - Yn)
de Kn+1

T~y < x =ay para algin a € K".
Los elementos de P} se llaman puntos y la clase de x la denotaremos por [zg : 21 : ... : Zp]
o simplemente [z].

Definicién 1.1.2. Dada una familia J := {F; : ¢ € I} de polinomios homogéneos
P; € K|z, ..., ], se denomina lugar de ceros de J al conjunto

V(J) :={xz € Pk : Pi(x) = 0 para todo i € I}

Los subconjuntos de P’ definidos de esta forma son llamados variedades proyectivas.
En el caso que J = {F}, V(J) lo denotaremos por V(F), y a esta variedad proyectiva
la llamaremos hipersuperficie.
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Observacién 1.1.3. En la definicién anterior, P;(z) es la evaluacién del polinomio P;
en todos los puntos (zg, ..., 7,) € C*""! de la clase = [z : ... : 7], por lo cual P;(x)
toma mas de un valor. Sin embargo, los puntos en que se anula un polinomio homogéneo
no dependen del representante de la clase, por esto el lugar de ceros de un polinomio (o
una familia de polinomios) estd bien definida.

Definicién 1.1.4. Se dice que una hipersuperficie X = {F = 0} C P’ tiene grado d si
F es un polinomio de homogéneo de grado d. X se denomina cudadrica si d = 2, cibica
si d = 3, cudrtica si d = 4, y asi sucesivamente.

Definicién 1.1.5. Sea X = {F = 0} una hipersuperficie de P}. Un punto p € X se
llama punto singular de X si todas las derivadas parciales 0F /0x; (i = 0,1,...,n) se
anulan en p. Si X tiene al menos un punto singular, se dice que X es singular. Si no
tiene puntos singulares, entonces se dice que X es suave.

Definicién 1.1.6. Dos cuddricas Q, @' de P%., se dicen proyectivamente equivalen-
tes si existe una homografia w (i.e. endomorfismo de P} inducido por un automorfismo
de K™1) tal que w(Q) = @', o equivalentemente, si existen A € K* y C € GL(n+1, K)
tales que AA’ = CTAC, donde A y A’ son las matrices asociadas a Q y Q', respectiva-
mente.

La ecuacién de una cuddrica se puede reescribir como una forma bilineal simétrica. En
el caso que K = C, por Teorema de Diagonalizacién de Lagrange y la Ley de Inercia
de Sylvester, dos cuddricas son proyectivamente equivalentes si y sélo si los rangos de
sus matrices asociadas son iguales. Luego, como el rango de la matriz asociada es igual
al rango de la matriz jacobiana, todas las cuddricas suaves de P son proyectivamente
equivalentes. Esto muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.7. Todas las cuddricas suaves de P¢ son proyectivamente equivalentes.

Consideremos P% con coordenadas homogéneas xg,...,z,, y P% de coordenadas ho-
mogéneas Yo, ..., Yn. Fijemos N = (m + 1)(n + 1) — 1 y sea P¥ el espacio proyectivo
de coordenadas homogeneas z; j para 0 <i <m y 0 < j < n. Luego se tiene la funcién

VPR x P — PR

definida por z; ; = x;2; para todo 4, j. Es llamado incrustacién de Segre el isomorfismo
P PR x P — X donde X es la cuddrica suave imagen de ¢ [6, Proposicién 7.11].

1.1.1. Topologia de Zariski

Sea Y C P una variedad proyectiva. Se define el anillo de coordenadas homogéneas

S(Y) := K[zg, ..., zp)/I(Y)

Macarena Vilches Yanez FEnero 2021
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donde el conjunto
I(Y) := (F € K|xo, ..., xy] homogéneo : F(z) =0 para todo z € Y)

es llamado ideal de Y. Sea I un ideal homogéneo de S(Y) (i.e puede ser generado por
polinomios homogéneos) y

W(l):={zeY :F(x) =0 para todo F € I}

Los subconjuntos de Y de la forma Vy (I) para algin ideal homogéneo I de S(Y) son
llamados sub-variedades proyectivas de Y.

La topologia de Zariski sobre X define como cerrados exactamente a todas las sub-
variedades proyectivas de X. En general, supondremos que toda variedad X estd dotada
de esta topologia.

Definicién 1.1.8 (Reducibilidad). Sea X un espacio topolégico. Se dice que X es re-
ducible si existen X; y X9 subconjuntos cerrados propios de X tales que X = X; U Xo.
De lo contrario, X se dice irreducible.

Proposicién 1.1.9. Una variedad proyectiva X es irreducible si y solo si I(X) es un
ideal primo.

Demostracion. Si I(X) no es primo, supongamos F1Fy € I(X) tales que F; ¢ I(X).
Luego X = (XNV(F))U(XNV(F3)). Como V(F;) C V(F1F3) C X, luego XNV (F;) C
X y por tanto X es reducible.

Inversamente, si X = X3 U X, X; C X, entonces I(X) C I(X;). Sea F; € I(X;) \ I(X).
Luego F1F5 € 1(X), por tanto I(X) no es primo. O

Observacién 1.1.10. En particular, una hipersuperficie X = {F' = 0} C P es reduci-
ble si y sdlo si el polinomio F' es reducible.

Definicién 1.1.11 (Dimensién y Codimensién). Sea X un espacio topoldgico no vacio.
La dimensién dim X € NU {co} es el supremo de todos los n tales que hay una cadena

g+YysCcYiC---CY,CX
de largo n de subconjuntos cerrados irreducibles Yy, ..., Y, de X.

SiY C X es un conjunto cerrado e irreducible de X, la codimension codimy Y es el
supremo de los n tales que hay una cadena

YcYyyc---CcY,CcX

de subconjuntos cerrados e irreducibles Y7, ..., Y, de X conteniendo Y.

Macarena Vilches Yanez FEnero 2021
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La definicién de grado de una variedad proyectiva dada en [6, Definicién 12.13] coincide
con la definicién 1.1.4 para el caso particular de una hipersuperficie. Sea X una variedad
proyectiva:

= Si deg X = 1, X es llamada recta si dim X = 1, un plano si dimX = 2 y un
n—hiperplano si dim X = n.

= Para cualquier dimensién, X se dice cuddrica si deg X = 2, ctibica si deg X = 3,
cuartica si deg X = 4, y asi en adelante.

1.1.2. Multiplicidad de Interseccién

La multiplicidad de interseccion generaliza la nocién intuitiva de contar el nimero de
veces que dos o mas curvas se intersectan. En esta seccién, definiremos este concepto
en el caso mas simple, que es en el plano afin A%( y el plano proyectivo P2, siempre
considerando K campo algebraicamente cerrado. Para tener una definicion méas general
y rigurosa, leer [6, Definicién 12.23].

Sea una variedad afin X C A’%. Definimos su anillo de coordenadas como
A(X) = Kz, ..., 2] [ I(X),

donde I(X) = {f € Klz1,...,xn] : f(z) = 0 para todo z € X}. Como I(X) es un
ideal primo, A(X) es un dominio entero, por lo cual podemos considerar su campo de
fracciones que denotamos por K(&X') y cuyos elementos son funciones racionales. Dada
una funcién f € K(X'), decimos que f estd definida en un punto p si existen a, b funciones
en A(X) tales que f = ¢ donde b(p) # 0. Hay varias representaciones para una funcién
racional, pero si A(X) es un UFD, la representacién es tnica.

Sea un punto p € X. Definimos el anillo local de X en p, denotado por &, (X), como el
conjunto de las funciones racionales definidas en p. €, (X’) es un subanillo de K (X) que
contiene A(X).

Dados dos polinomios f,g € K|[z,y], decimos que son equivalentes si existe un p € K*
tal que f = pg. Una curva plana afin es una clase de equivalencia de polinomios no
constantes bajo esta relacion de equivalencia. Los factores irreducibles del polinomio que
define la curva plana son llamados componentes de la curva.

Dadas dos curvas planas afines C,C" C A% definidas por C = {f =0} y C' = {f' = 0},
cada punto p de la interseccién C N C’ tendrd multiplicidad

multy(C,C') = dimg (G (A%)/(f. ).

Este nimero es unico y cumple con ciertos requerimientos, como por ejemplo que
multy(C,C') = 0 siy sélosip ¢ CNC y mult,(C,C') = oo siy sélosiCyC se

Macarena Vilches Yanez FEnero 2021
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intersectan en una componente que contiene a p [4, p.36-37]. Si las curvas se cruzan sélo
en un punto p, éste tendra multiplicidad

mult,(C,C") = dimg (K[z, y]/(f, f))
por [6, Lema 12.22].

En el caso proyectivo, dadas dos curvas X,Y C P2, sin componentes irreducibles comu-
nes y p € X NY, consideramos la carta {x € P% : x; # 0} = A% tal que contenga a
p. SiI(X) = (F)y I(Y) = (G), consideramos las representaciones afines de F,G en p,
es decir, los polinomios resultantes de reemplazar x; = 1 en las expresiones de F' y G.
Denotamos tales polinomios por F y G. Luego, p tendrd multiplicidad

mult,(X,Y) = dimg (0,(A%)/(F,G))
por [6, Observacion 12.25].

Como hemos visto, no es sencillo calcular la multiplicidad de un punto. Sin embargo, el
siguiente teorema nos da una forma facil de calcular la suma de las multiplicidades de
todos los puntos de interseccién entre curvas planas.

Teorema 1.1.12 (Teorema de Bézout para curvas proyectivas planas). Para dos curvas
X, Y C IP’%( sin componentes irreducibles en comun se tiene que

> maulty(X,Y) = deg X - deg Y’
peXNY

La demostracién de este teorema como también la versiéon para curvas en P se encuentra
en [6, Corolario 12.26].

La definiciéon de multiplicidad de un punto en la interseccién de variedades proyectivas
cualesquiera, esta estrechamente ligada a la definicién de multiplicidad de una solucion
aislada de un sistema de ecuaciones polinomiales de varias variables. Definir este nimero
ha sido un problema que se viene tratando desde el siglo XIX, donde matematicos como
Poncelet, Cayley, Bézout y Macaulay, aportaron resultados que ayudaron a establecer
las definiciones modernas de multiplicidad de interseccién. Una de estas definiciones se
encuentra en Intersection Theory [5, Capitulo 7], ademas de més detalles histéricos.
Bajo esta definicion, se puede enunciar una version més general del Teorema de Bézout,
[5, Proposicién 8.4], que considera la interseccién de hipersuperficies.

La multiplicidad de un punto en la interseccién de una hipersuperficie H y una recta
L (no contenida en H) en P%., es un caso en que la multiplicidad del punto es igual a
la multiplicidad algebraica de este punto visto como vector en K"*1 en el sistema de
ecuaciones definido por las ecuaciones de H y L.

Proposicién 1.1.13. Una hipersuperficie H C P¢ de grado d y una recta L no contenida
en H se intersectan en d puntos contados con multiplicidad.

Macarena Vilches Yanez FEnero 2021



1 Preliminares 11

Demostracion. Sean H = V(F) con F € Clxy, ..., ;]| polinomio homogéneo de grado d
y L una recta no contenida en H. Haciendo un cambio de coordendas, podemos asumir
que L sea la recta resultante de intersectar los hiperplanos

To=x3=..=x, =0

es decir, que los puntos [zg,...,x,] de L son tales que zo = ... = z, = 0. Luego,
los puntos de interseccién de L y H corresponden a ceros del polinomio homogéneo
F(xg,21,0,...,0) = G(xg, z1) el cual no es identicamente cero ya que L no esta conteni-
da en H, y por lo tanto, tiene grado d.

Si el coeficiente de wg es cero, entonces G(xp,z1) = x1G’, con G’ polinomio de grado
d — 1. Por induccién, se sigue que G’ tiene d — 1 raices y luego G(z¢,x1) tiene d raices,
contando las de G’ y el punto [1:0: 0 : ... : 0]. Ahora bien, si el coeficiente de ¢ no es
cero, entonces 1 # 0 (de lo contrario zp también es cero). Luego, podemos asumir que
x1 = 1y asi G(xp, 1) es un polinomio de una variable de grado d y por tanto tiene d
raices contadas con multiplicidad.

Asi, H y L se intersectan en d puntos cuyas multiplicidades son las multiplicidades de
los ceros de G(xg,x1) correspondientes. O

Por dltimo, vemos algunas definiciones y resultados que nos seran tutiles en los siguientes
capitulos.

Definicién 1.1.14. Sea H C P una hipersuperficie. Un punto p € H singular y aislado
se dice doble si existe al menos una recta L por p tal que mult,(L, H) = 2.

Definicién 1.1.15. Sea Q C P una cuddrica. Un punto p € Q se llama punto singular
de Q si cada recta de P¢ por p intersecta a Q en p con multiplicidad al menos dos.

Las definiciones 1.1.5 (respecto a una cuddrica) y 1.1.15 son equivalentes. En efecto,
sea p un punto singular segin 1.1.5 de una cuddrica Q. Por simplicidad de notacién,
supongamos que su ecuacién sea Q(x) = 0. Consideramos la recta L : 2 = p + tv, con
v € P¢ y t € C. Luego las intersecciones de Q y la recta L estdn dadas por la ecuacién
Q(p + tv) = 0. La expansién de Taylor en el punto p es

Q(p+tv) = Qp) +t(v'VO(p)) + ...

y como Q(p) = 0y VO(p) = (0,...,0), luego la expansién de Taylor comienza con
términos de grado 2, lo que implica que la recta L intersecta al menos dos veces a Q en
.

Inversamente, si p es un punto singular de Q segin la definicién 1.1.15 entonces p es una
raiz de orden al menos 2 del polinomio Q(z). Luego, de la expansién de Taylor de Q(z),
todas las derivadas parciales de Q(z) se anulan en p.

Macarena Vilches Yanez FEnero 2021
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1.2. Aplicacién Cubriente

Definiciéon 1.2.1. Sea f : X — Y una funcién continua sobreyectiva de espacios to-
poldgicos. Se dice que f es un aplicacién cubriente o espacio cubriente si para cada
y € Y existe una vecindad abierta V de y tal que f~(V) es unién de abiertos disjuntos
Uy en X y la restriccién fy, : Uy, — V' es un homeomorfismo para cada a. Los abiertos
V' se denominan abiertos fundamentales.

Definicion 1.2.2. Sean f, g funciones continuas entre espacios topoldgicos f,g: X — Y.
Se dice que f y g son homotépicas (que denotamos por f ~ g) siexiste H : X x[0,1] —
Y continua tal que H|xy0y = f ¥ H|xx{1} = 9-

Si ademés H (a,t) es constante en t para cada a € A C X, entonces se dice que f y g
son homotdépicas relativamente a A y lo denotamos por f ~4 ¢

Observacioén 1.2.3. ~ y ~ 4 son relaciones de equivalencia sobre las funciones continuas
entre los espacios topolégicos X e Y.

Definicion 1.2.4. Sea X un espacio topoldgico v xg € X. Se define lazo en zy a una
funcién continua 7 : [0,1] — X tal que v(0) = v(1) = zo. Si «, 5 son lazos en xg, se
define el producto « * 5 como la operacion

a(2t)

si0<t<3
i1
BRt—1) sig<t<1l

(axpB)(t) = {

Definicién 1.2.5. El grupo fundamental de X en xg, denotado por 71 (X, zg), se
define como el conjunto de clases de equivalencia de lazos en zo por la relacion ~yq 13,

dotado del producto de clases [a] x [8] = [ * 5], donde [a], [B] € m1 (X, o).

Definicion 1.2.6. Un espacio topoldgico X se dice simplemente conexo si es conexo
por caminos y ademés para cada xg € X su grupo fundamental 71 (X, z() es trivial.

Definicion 1.2.7. Sea f : X — Y un espacio cubriente y X simplemente conexo,
entonces f se denomina cubrimiento universal de Y.

Sean f : X - Y y g: X' — Y dos espacios cubrientes equivalentes, es decir, existe
un homeomorfismo h : X — X’ tal que f = g o h. Si ademads, f(zo) = g(z() = vo, de
[14, Teorema 79.4] lo anterior se puede interpretar como que subgrupos fi (71 (X, x0) y
g« (m (X', zp) de m1(Y, yo) son conjugados, donde f, y g« corresponden a los homomor-
fismos

Jo :m(X, z0) = T (Y, 90) y g :m(X @) = m(Y, ) .

Macarena Vilches Yanez FEnero 2021



1 Preliminares 13

Ahora si suponemos que f: X — Y es un cubrimiento universal, con f(zg) = yo, como
m1(X, ) es trivial, f.(m1(X,zp) corresponde al subgrupo trivial de (Y, yo). Asi, dos
cubrimientos universales de Y son equivalentes. Por este motivo, el cubrimiento universal
de un espacio topoldgico (si es que admite uno) se le suele indicar como el “Unico”.

Observacién 1.2.8. No todos los espacios topoldgicos admiten cubrimientos universa-
les, (ver [14, Corolario 82.2]).

Ejemplo 1.2.9. Sea S" := {2 € R""! : ||z|]| = 1} la n-esfera unitaria. La funcién
T :S" — Py lleva a cada x € S™ a larecta que pasa por x y el origen, la cual corresponde
a un punto en Pg. Esta funcién es una aplicacién cubriente donde cada punto de Py tiene
preimagen {x, —z}. Como S" es simplemente conexo, T es un cubrimiento universal.

1.2.1. Aplicacién Cubriente por Acciéon de Grupo

Sea f : X — Y una aplicacién cubriente. Un automorfismo de f es un homeomor-
fismo ¢ : X — X tal que fop=f

Los automorfismos de una aplicacién cubriente son llamados transformaciones de
Deck o transformaciones cubrientes. Sea Auty(X) el conjunto de todos los auto-
morfismos de f : X — Y. Este conjunto es un grupo con respecto a la composicion
y se denomina grupo cubriente de f. La accién natural de Auty(X) sobre X es libre

(i.e. si dos automorfismos coinciden en un punto, entonces son iguales [12, Proposicién
12.1]).

En el ejemplo 1.2.9, la funcion antipodal o : S* — S™ definida por a(z) = —x es un
automorfismo de Y. De hecho, Auty(S") = {id, a}.

Definiciéon 1.2.10. Sea - : I' x X — X una accién de un grupo I' sobre X espacio
topolégico. Esta accion se llama accion de espacio cubriente si I actia por homeo-
morfismos y para cada z € X existe una vecindad U de z tal que para cada g € I’

UN(g-U) =9 amenos que g =id
donde g-U ={g-x:2 € U}.

Dada una acciéon de un grupo I' sobre un espacio topolégico X por homeomorfismos,
cada g € I' determina un homeomorfismo de X en si mismo definido por = +— ¢ - z.
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Decimos que la accién es efectiva si la identidad de I' es el Unico elemento tal que el
anterior homeomorfismo es la identidad, i.e. g - * = x para todo =z € X si y sélo g = id.
En particular, toda accién libre es efectiva.

Teorema 1.2.11 (Teorema del Espacio Cubriente Cociente). Sea X un espacio conexo
y conexo por caminos localmente. Supongamos que I' es un grupo cuya accién por ho-
meomorfismos sobre X es efectiva. Entonces la funcion cociente f : X — X/T' es una
aplicacion cubriente si y sélo si la accion de I' es una accion de espacio cubriente. En
este caso, I' = Auty(X).

La demostracién de este resultado se encuentra en Introduction to Topological Manifolds
[12, Teorema 12.14].
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1.3. Grupos Ortogonales

Sea K un campo. Se denomina grupo lineal general de grado n al conjunto de las
matrices invertibles n X n con entradas en K y donde la operacién de grupo es la mul-
tiplicacién de matrices. Este grupo lo denotamos por GL(n, K).

Sea V' un espacio vectorial sobre K. Denotaremos por GL(V) (o Aut(V)) al grupo
lineal general de V' que contiene a todos los automorfismos de V', con la composicion
de funciones como operacién de grupo. Si ademas V tiene dimensién finita n, entonces
GL(V) es isomorfo a GL(n, K), donde dicho isomorfismo depende de la eleccién de la
base de V.

Supongamos V un K —espacio vectorial n dimensional y dotado de un producto interno.
Un endomorfismo de V' que preserve la norma también preserva el producto punto sobre
V. De esto, se obtiene que las matrices asociadas a estos endomorfismos respecto a una
base ortonormal de V', son ortogonales.

Los endomorfismos de V' que preservan la norma también preservan la métrica de V'
inducida por la norma. A dichos endomorfismos los llamaremos isometrias de V.

Definicion 1.3.1. Sea V un K —espacio vectorial de dimensién n y dotado de un pro-
ducto interno.

» El grupo ortogonal O(n) se define como el conjunto de todas los endomorfismos
de V' que preservan la norma sobre V' junto con la operacion composicién. También,
O(n) se puede identificar como el subgrupo de GL(n,R) de todas las matrices
ortogonales reales n X n.

= Se define el grupo especial ortogonal SO(n) < O(n) como el subgrupo de todas
las isometrias de V' que preservan la orientacién del espacio V. También, conside-
rando una base ortonormal sobre V', SO(n) se puede identificar como el subgrupo
de GL(n,R) de todas las matrices ortogonales reales n x n de determinante 1.

Dotamos a SO(n) de la topologia inducida por M(n,R) ~ R”2, el espacio de las matrices
reales nxn. Luego, SO(n) es un espacio Hausdorff pues R" es Hausdorff por la topologia
euclideana.

Definicion 1.3.2. Un grupo de Lie es grupo que también es una variedad diferenciable,
donde las operaciones de grupo (producto e inversién) son diferenciables.

Los grupos GL(n,R), SO(n) y O(n) son grupos de Lie. Una demostracién sencilla (y
extensa) de este hecho se encuentra en Lie Groups, Lie Algebras, and Representations

8].
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1.3.1. Grupo de simetrias

Dado un subconjunto X C R3, se define el grupo de simetrias de X, denotado por
Sym(X), como el subgrupo de las transformaciones ortogonales que dejan invariante a
X (isometrias euclideanas). Un subgrupo de Sym(X) es el grupo de rotacién formado
por todas las isometrias rotacionales. Claramente, Sym(X) C O(3), y como las isometrias
rotacionales en R3 preservan la orientacién, SO(3) corresponde al grupo de rotacién.

Las matrices de SO(3) estan determinadas de forma tinica por su éngulo y eje de rotacion,
que corresponde al vector fijo por la matriz. Por ejemplo, la matriz asociada a la rotacién
de dngulo 0 (positivo si es antihorario) en torno al eje z es

cosf —sinf 0
R=]sinf cosf@ O
0 0 1

Si A es una matriz de rotacién con respecto a un eje con vector unitario u, u se puede
extender a una base ortonormal {u,v,w} de R3. Luego, existe una matriz ortogonal P
tal que R = P~1AP, y como matrices semejantes tienen igual traza, tr(R) = tr(A) =
1+ 2cosf, donde § = +a con « dngulo de rotacién de A. De esto se tiene el siguiente
resultado.

Lema 1.3.3. Sean T, S € SO(3), luego las composiciones SoT y T oS tienen el mismo
angulo de rotacion a menos de signo.

Dado un poliedro convexo A C R3, cuyos vértices pertenecen a la esfera real S? de radio
1 se define el dual de A como

A°:={z€R®: z-y <1 paracadayc A},

donde ”-” es el producto escalar entre vectores. En términos simples, un poliedro convexo
y su dual son dos poliedros tales que los vértices de uno corresponden a las caras del otro
y las aristas que conectan dos vértices de uno se corresponden a aristas que conectan las
caras respectivas de ambos vértices.

El dual del dual de un poliedro convexo es el poliedro mismo. Es mas o menos facil
notar esta propiedad en poliedros convexos y regulares. En particular, si consideramos
los solidos platénicos, sus respectivos duales se construyen uniendo los puntos centros
de cada cara. De esto, podemos observar que el dual del tetraedro es un tetraedro, del
octaedro es el cubo y del icosaedro es el dodecaedro.
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Si g € Sym(A) luego

gA° ={gzx : ©-y <1 para cada y € A}
“lz.y <1 paracaday € A}
-gy <1 para cada y € A}
.y <1 para cada ¢ 'y € A}
-y <1 para cada y € gA}

|
—~
8
8 8 8 8

-y <1 para cada y € A}
— A°,
lo que muestra que Sym(A) = Sym(A°).

De esto, un poliedro convexo y su dual tienen el mismo grupo de simetrias, por tanto,
tienen el mismo grupo de rotacion.

Los grupos de rotacién de los sélidos platénicos identificados como subgrupos de SO(3)
se denominan grupos poliédricos.

Dada la relacién de dualidad entre los sélidos platonicos, existen tres grupos poliédricos
que denotaremos por T, O e I, correspondientes al tetraedro, octaedro e icosaedro,
respectivamente.

Una propiedad interesante es que 1,0 e I son isomorfos a los grupos A4, S5 y As,
respectivamente [3, p. 46-50]. De esto, se sigue que cada grupo poliédrico contiene un
subgrupo V isomorfo al grupo de Klein.

Para determinar las matrices generadoras de T, O e I, primero consideramos la posicion
de los vértices del tetraedro, octaedro y icosaedro en R3 como

(1,1,1), (1,-1,-1), (=1,1,-1), (=1,1,1) tetraedro de arista 21/2
(£1,0,0), (0,£1,0), (0,0,+£1) octaedro de arista /2
(0, £7,£1), (£1,0,£7), (£7,+£1,0) icosaedro de arista 2 ,

donde 7 := $(1+/5). Ahora, fijamos las siguientes matrices en SO(3) las cuales corres-
ponden a rotaciones de 180° (A4;), 120°, 90° y 72° (R3, R4 y Rs resp.).

1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
Aj:=10 -1 0 A= 0 1 0 A3 =10 -1 0
0o 0 -1 0 0 1 0 0 1
(1.3.1)
0 -1 0 1 0 0 1 T—1 -7 1
R3:=10 0 -1 Ry=10 0 -1 R5—§ T 1 T—1
1 0 0 01 O -1 7-1 T
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Es facil observar que A? = Rg =idconi=1,2,3yj=3,4,5. Luego, V es generado por
Ay, As; T es generado por A1, As v Rs; O es generado por As, R3, Ry; e I es generado
por Ay, A3 y Rs.

Notacion 1.3.4. Denotaremos la matriz identidad de cualquier orden por id.

1.3.2. Cuaterniones

Se define el conjunto de los cuaterniones H como el espacio vectorial real generado por
{1,1,j,k} y dotado del producto Hamiltoniano, el cual se determina por la ley distributiva
y el producto de los elementos de la base

i2:j2:k2:_1

. 1.3.2
ij=—ji=k jk=-kj=i ki=—ik=] (13.2)

Este producto es asociativo, pero no conmutativo.

Definimos el conjugado de un cuaternién ¢ = w+ xi+ yj + zk, con w, z,y, z € R, como

g =w—xi—yj—zk

y la norma sobre H como ||q||? := ¢ para todo q € H. Luego todo cuaternién ¢ € H no
nulo tiene un inverso (tinico) ¢~! = @/||q||?>. Por lo tanto, H es un anillo de divisién o
Cuerpo.

Sea Im H el subespacio 3-dimensional de H definido por
ImH:={zi+yj+zk: z,y,z e R} ={¢geH: = —q}

cuyos elementos se denominan imaginarios puros. Podemos pensar Im H como R? iden-
tificando i,j,k con la base canénica de R?, luego si u,v € ImH, entonces su producto
corresponde a

UV = —u-v+uxo, (1.3.3)

donde u - v es el producto escalar y u X v el producto cruz de u y v, vistos como vectores
en R3, asi —u - v corresponde a la parte real y u X v a la parte imaginaria de uv.

Ahora, si consideramos una rotaciéon cualquiera en ImH y w,v € ImH, por 1.3.3 y del
hecho (Tu, Tv) = (u,v) y Tu x Tv = T(u x v) (ya que T le corresponde una matriz de
SO(3)) se puede probar el siguiente teorema, el cual nos muestra la inyeccién de SO(3)
en Aut(H).

Teorema 1.3.5. Sea T' € SO(3) definido sobre ImH. Extendemos T al operador lineal
T :H — H definido por T(q) = T(r +u) = r + Tu, donde r y u corresponden a la parte
real e tmaginaria de q, respectivamente. Entonces, dados q1,q> € ImH

~ ~ ~

T(q192) = T(q1)T(q2)
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y por tanto, T es un automorfismo en H.

Observacion 1.3.6. Se puede mostrar que todo automorfismo de H es de la forma de
T para algin T € SO(3). Por lo tanto, Aut(H) = SO(3).

Sea @ el conjunto de cuaterniones unidades definido por

Q:={qeH:|q| =1}

Es obvio que 1 € Q, y ademas, dados ¢1,92 € @, q1q2 € Q y si g € () entonces ¢~
Q. Asi, Q es un grupo.

Por otra parte, @ se puede identificar con la esfera unitaria S* en R*. Consideramos la
funcién biyectiva ® : H — R* definida por

ai + a2i+ azj + ask — (a1, az,as3, as)

y asignamos a H la tdnica topologia tal que ® sea un homeomorfismo. Luego, ® es un
homeomorfismo. Se le otorga a @ estructura topolégica y de variedad de S?, heredada
del espacio euclideo R*. Ademés, las operaciones de grupo de @ son continuas y diferen-
ciables, por tanto @) es un grupo de Lie. Mds auin, @) es compacto, conexo y simplemente
conexo, dado que S3 1o es.

El conjunto de cuaterniones H se puede identificar como subespacio vectorial de M(2, C),

fijando
1. 10 c (1 0‘ §— 0 1 Ko O i
0 1 0 —i -1 0 i 0

Tales matrices satisfacen 1.3.2 (tomando el producto usual de matrices), por tanto se
tiene el siguiente isomorfismo de anillos

asi- (2 P)smscc)

a —B a B gl = |ol? + |B]2. En particular,
8 @ -8 «

se tiene el siguiente isomorfismo de grupos

Q%@:{(; _0?> ta, peC, ]a!2+ﬁ\2:1}:SU(2)

De esto, si ¢ = entonces q = <

donde SU(2) es el grupo unitario especial que contiene todas las matrices unitarias
complejas de orden 2 x 2.

Macarena Vilches Yanez FEnero 2021



1 Preliminares 20

1.3.3. Relacién entre SU(2), SO(3) y SO(4)

Sea q € (). Sean Ly y R4 los operadores lineales H — H definidos por Lgp = qp y
Rp = pq. Como estos operadores preservan la norma en H, Ly, R, € O(4). Ademas, si
q = 1 se obtiene que L1 = R; = id, la matriz identidad cuyo determinante es 1. Como
la funcién g — L, y ¢ — R, son funciones continuas @ — O(4), y @ es conexo, se tiene
que Lg, R € SO(4) para todo ¢ € Q.

Por otra parte, Lq, g, = Lg,Lgy ¥ Rgiqo = Rg, Ry, lo que implica que ¢ — Ly y q —
R,~1 son homomorfismos ) — SO(4). Estas funciones son obviamente continuas y
diferenciables, y por tanto son homomorfismos de grupos de Lie.

Definimos el homomorfismo o : Q x Q@ — SO(4)

(Q17QQ) = Oq1,q2 ' = L(hRq;l?

ie.,
Ogo(P) = qipgy t, p € HL

En el caso ¢1 = q2 = ¢, denotamos p, := 044 = LeR,1, i.e.,

pa(p) = apg™".
En particular, p,(1) = 1 y todo elemento real de H esta fijo por p,. Como p, € SO(4),
el complemento ortogonal Rt = ImH es invariante por pq- Asi, para cada ¢ € @ pode-
mos considerar p, como un operador lineal ImH — ImH. Como p, es una isometria y
continua, py € SO(3). Por tanto, podemos definir el homomorfismo de grupos

pQ%SO(BL q ' Pq
que es diferenciable y continuo puesto que o lo es.

La rotacién p, se puede describir explicitamente. Para ello, primero notar que todo ¢ € @
puede ser descompuesto en una parte real e imaginaria como ¢ = r +p, conr € Ry
p € ImH tal que 2 + ||p||> = 1 = ||q||>. Luego, existe # € R tal que r = cosf y
llp|| = sin@. Consecuentemente, si ¢ € ) entonces existe § € R y un vector unitario
u € ImH tales que

q = cosf + sinfu (1.3.4)

Lema 1.3.7. Sea q como en la ecuacion 1.3.4, luego p, es la rotacion de dngulo 20 en
torno al eje por el origen con vector unitario u.

Demostracion. Es claro que ¢ y u conmutan, y por tanto psu = quq~' = u. Luego u es

un punto fijo de py, y por tanto p, es una rotacién en torno al eje de direccion u.
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Primero, consideramos que u = i. Luego

PeosO+ising] = (cos O +isinf)j(cos @ — isin §)
= (cos?  — sin?0)j + 2sin 6 cos Ok
= cos(20)j + sin(20)k.

Como peosdrising tiene a i como punto fijo, corresponde a una rotacién en el plano jk y
por la expresién anterior, de angulo 26. Esto prueba el Lema cuando u = i.

Si T es una rotacion cualquiera en ImH, ¢ € @ y h € ImH, luego por Teorema 1.3.5
T(pgh) = T(pgh) = T(ghg™") = T()T(W)T(q) ™" = pz(,) (Th),
luego, reemplazando h por T~'h obtenemos pf(q)(h) = T(py(T71(Rh))), es decir

— —1
pf(q)—Topqu .

Ahora, consideremos cualquier ¢ € @) de la forma 1.3.4. Sean T rotacién de Im H tal que
Ti=uy q :=cosf+isinf, luego por la linealidad de T, f(ql) = ¢ y por tanto, de la
ecuaciéon anterior

pq =T o pg 0T,

donde pg, es una rotaciéon de 20 en torno al eje por i. Por lo tanto, de la expresién
anterior y del Lema 1.3.3, pg es una rotaciéon de 26 en torno a Ti = u. O

Teorema 1.3.8. El homomorfismo de grupos de Lie p : Q — SO(3) es sobreyectivo y
2:1, con kernel {£1}.

Demostracion. Del Lema 1.3.7 tenemos la sobreyectividad de p.

Probamos que ker(p) = {£1}. Sea ¢ € Q y supongamos que p, = id, es decir gpg~! = p

para todo p € ImH o equivalentemente, gp = pq para todo p € ImH. Asi, ¢ debe ser
real, pero por hipdtesis ¢ € @, por tanto ¢ = +1. Inversamente, si ¢ = 41, entonces
pq = id. O

Teorema 1.3.9. El homomorfismo de grupos de Lie o : Q X Q — SO(4) es sobreyectivo
y2:1, con kernel {£(1,1)}.

Demostracién. Primero, mostramos que ker o = {£(1,1)}. Supongamos que og, 4, = id,
es decir qlpqgl = p para todo p € H. En particular, si p = 1 se tiene que qqu_1 =1
y luego g1 = g2. Como pg, = 04,y = td, del Teorema 1.3.8 ¢ = £1. Inversamente, si
q1 = q2 = £1 entonces oy, ¢, = id.

Probamos que o es sobreyectiva. Sean 7' € SO(4) rotacién en H y ¢ := T1, luego
[lg1|] = |IT'1|| = ||1]|] = 1, lo que implica que ¢; € Q. Por otra parte, Lq1_1(T1) = 1y luego
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Ty := Lq;1 oT € SO(4) es una rotacién que fija 1, por lo cual fija R y su complemento

ortogonal R+ = ImH. Asi, la restriccién de T} a ImH implica que 7} € SO(3), luego
por Teorema 1.3.8 existe ¢ € @ tal que T1 = p, rotacién definida sobre Im H, de donde
se sigue que T' = Ly, T1 = Ly, pq esté definida sobre Im H. En resumen, se tiene que para

todo p € ImH

Tp = q1pg(p) = qrqpq .

Como ademsds, T1 = ¢1 = qiqlg™!, la expresién anterior se cumple para p = 1, y por
linealidad para todo p € H. Esto prueba que T = 04,44 v por lo tanto, la sobreyectividad
de o. O

Usando el isomorfismo @ = SU(2), los homomorfismos de los Teoremas 1.3.8 y 1.3.9
pueden considerarse como los homomorfismos de grupos de Lie SU(2) — SO(3) y
SU(2) x SU(2) — SO(4). Més atin, como @ ~ S es simplemente conexo, los ante-
riores homomorfismos son cubrimientos universales.

En efecto, si identificamos el grupo ciclico Z/27Z con el subgrupo {+1} de SU(2), enton-
ces por Teorema del homomorfismo SU(2)/(Z/2Z) = SO(3). Luego, si llamamos h al
anterior isomorfismo de grupos, se tiene el siguiente diagrama

SU12) —2—— S0(3)

o 2
SU(2) /
7./27.

Dado que SU(2) es homeomorfo a S3, luego SU(2)/(Z/27) ~ S3/R, donde R es la
relacién que identifica los puntos antipodales de S3. Luego, si dotamos a SU(2)/(Z/27Z)
de la topologia cociente inducida por ¢, entonces es homeomorfo a IP’%. Ademas, como p
es continua, h es continua [14, Teorema 22.2], y como h es biyectiva y SU(2)/(Z/27Z) es
compacto, h es un homeomorfismo [14, Teorema 26.6].

Finalmente, como la proyeccién de S? sobre IF’% es un espacio cubriente, ¢ : SU(2) —
SU(2)/(Z/2Z) es un espacio cubriente. Por lo tanto, por el diagrama anterior, p es un
espacio cubriente.

En el caso de o, identificando Z/2Z con el subgrupo {£(1,1)} obtenemos el siguiente
diagrama
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donde ¢’ es funcién cociente y, de forma andloga al caso de p, se puede mostrar que g es un
homeomorfismo. Por otra parte, podemos considerar Z/2Z como el grupo I' = {Id, 8},
donde S es el homeomorfismo de SU(2) x SU(2) en si mismo definido por f(z,y) =
—(x,y). Claramente, I" satisface la condicién 1.2.10. Luego, por el Teorema 1.2.11, ¢’ es
un espacio cubriente. Por lo tanto, o es un espacio cubriente.

Observacién 1.3.10. Se puede probar que 7 (Pg) = Z/27Z, luego por p ([14, Corolario
52.5])
71 (PR) = m(SO(3)) = Z/27 .

Las secciones 1.3.2 y 1.3.3 estdn basadas en las notas [10]. Para complementar dichas sec-

ciones, se recomienda leer Topology, geometry and gauge fields [15, Capitulo 1, Apéndice
Al
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1.4. Teoria Invariante

1.4.1. Representaciones

Esta seccién esta basada en Linear Representations of finite groups [17, Capitulo 1].

Sean K un campo, V un K-espacio vectorial y GL(V) el grupo de automorfismos de V.

Definicion 1.4.1. Sea G un grupo finito con elemento neutro id y dotado de la operacion
composicion. Una representacién lineal de G en V' es un homomorfismo ¢ : G —
GL(V), i.e.

p(gh) = ¢(g)p(h) para todo g,h € G

lo que implica que p(id) = id y ©(s71) = p(s)7L.

Si existe tal homomorfismo, V se denomina espacio de representacién de G, y los
elementos de G corresponden a automorfismos lineales de V' de orden finito. En el caso
que @ sea inyectivo, ¢ se denomina representacién fiel de G.

En lo que sigue, consideremos V' espacio finito dimensional. Si dimg V = n, el grado de
la representacion de ¢ de G es n.

Sean ¢ y ¢’ dos representaciones de un mismo grupo G sobre espacios vectoriales V'
y V'. Estas representaciones se dicen similares (o isomorfas) si existe una isomorfismo
lineal T : V — V' tal que

Tow(g)=¢'(g)oT

para todo g € G. Esto implica que sus respectivas matrices son similares entre si, en
particular las representaciones ¢ y ¢ tienen el mismo de grado.

1.4.2. Anillo de Invariantes

Sea G un grupo finito y V' un espacio de representacién de G. Denotamos por K[V] el
anillo de funciones polinomiales sobre V. En otras palabras, si V' es espacio vectorial de
dimensién n y x1, ..., x, es una base para el espacio dual V* = Homyg (V, K), entonces

K[V] =Kz, ..,zn) = KoV ® S2(V) @ S3(V)- -

donde S™(V*) denota el m-producto simétrico de V* (i.e. el subespacio vectorial gene-
rado por el producto de m elementos de V*), el cual consiste de todos los polinomios
homogéneos de grado m en las variables z1, ..., x,,. Por ejemplo, S?(V*) tiene una base
conformada por los monomios ;z; para las (n;rl) elecciones de 7 y j. En general, la di-
mension de S™(V*) como espacio vectorial es (”Jrz_l) = ("t 1). Consideramos K|[V]
como un anillo graduado fijando que los monomios z; tienen grado 1.
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El grupo G actiia sobre K[V] por medio de

(9f)(w) = flg~'(v)) wveV,ged, feK[V].

Por esta accién, un polinomio f se dice G—invariante si gf = f para todo g € G. El
conjunto de todos los polinomios G—invariantes de K[V] es el anillo de invariantes
K[V]C.

Observacién 1.4.2. La definicién dada de K[V] no aplica si K = F,,, pues por ejemplo
las funciones z; y ¥ tienen los mismos valores para todos los puntos de V. Una definicién
més adecuada es que K[V] sea un anillo de funciones sobre K ®x V fijado por los
automorfismos de Gal(K/K), donde K es una clausura algebraica de K.

Observacién 1.4.3. Asumiremos el hecho que K[V]% sea una K —algebra finitamente
generada [1, Corolario 1.3.2].

1.4.3. Series de Poincaré

Sea ¢ : G — GL(V) una representacién lineal de G grupo finito en un K —espacio
vectorial V. Sea K [V]JG el conjunto de polinomios invariantes de grado j. Se define la

serie de Poincaré de K[V] como la serie formal de potencias
e .
p(K[V]%,¢) =)t dimg K[V]§ (1.4.1)
j=0
De la Observacién 1.4.3 y del Teorema de Hilbert-Serre [1, Teorema 2.1.1], existe un
polinomio de Laurent de coeficientes enteros f(t) tal que

ft)
)
Ast, p(K[V]%,t) se puede escribir como la fraccién de dos polinomios cuyo denominador

no es el polinomio nulo, es decir, p(K [V]G,t) es una funcién racional en ¢, y sus polos
son raices de la unidad.

p(K[V]%,t) =

En el caso que K sea un campo de caracteristica cero, la serie de Poincaré admite una
férmula maés sencilla, como veremos a continuacién.

Supongamos que K es de caracteristica cero. Definimos la funcién K[V] — K[V]
1
= i s
Gl =2

Se puede probar que 7% = 7q, es decir g es un operador proyeccién sobre K[V] con
imagen K[V]“. Una matriz representante A de g sobre K[V] es una matriz idempotente
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por lo cual sus valores propios son 1 o 0, luego la dimensién de K [V]G es la suma de los
valores propios, es decir, la traza de A. Més en general, la dimensién de K [V}JG es igual
a la traza de la matriz representante de g sobre K[V];. Asi, de 1.4.1 y del hecho que
la traza es un operador lineal, tenemos que

p(K[V]C 1) = ‘g, SOS (g, K[V

geqG j=0

donde tr(g, K[V];) es la traza de la matriz asociada a g por ¢.

Lema 1.4.4. Sea K un campo algebraicamente cerrado yV un K -espacio vectorial finito
dimensional. Si f : V. — V es un endomorfismo, entonces una matriz representante de
f sobre V' es triangularizable superiormente.

Demostracion. Demostramos el lema por induccién sobre n = dim V.

Sea dimV = 2 y A la matriz representante de f. Como K es algebraicamente cerrado,
f tiene al menos un valor propio A y un vector propio v. Consideramos una base {v; =
v, vo} de V' y la matriz Sy = (v1 v2) cuyas columnas son los vectores v1 y va. Luego

existen k,a; € K tales que
Ak
Syt ASy =
0 0 <0 a1> ’

es decir, la matriz A es triangularizable superiormente. Ahora supongamos que el lema
se tiene hasta algin n y sea dimV = n + 1. Sea A la matriz asociada a f. Como K es
algebraicamente cerrado, existen A valor propio y v vector propio de f. Completamos v
hasta tener una base de V' y consideramos S = (v vg ... Up11), luego existen x € K" y

Ay € GL(n, K) tales que
A ox!
1AS = .
STHAS 0 A

Por hipdtesis de induccion, existen una matriz invertible S y una triangular superior 7;
tales que 71 = S1415] 1. Consideremos

; 1 0"
S = )
! (0 Sl>
. 1 . 1 0" A x'\[1 of
S, STlASS, =
! ! (0 51—1) (0 Al) (0 Sl>

. A xTSl
—\o s7tAs

_)\XTsl
\o T |
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La siguiente proposicion es independiente de la caracteristica de K.

Proposicion 1.4.5.

ttr(g, K[V];) =
;0 rg, K[V];) det(id — g—1¢, V)

Observacién 1.4.6. Notar que M(n, K)[t] = M(n,(K][t]), por lo cual tiene sentido
calcular el deteminante de una matriz de M(n, K)[t].

Demostracion. Una extension del campo K no afecta a los términos de esta ecuacién,
por lo cual asumiremos que K es algebraicamente cerrado. Por el Lema 1.4.4, g es
triangularizable superiormente sobre V' (si K tiene caracteristica cero, es diagonalizable),
digamos con valores propios i, ..., A,. Los valores propios sobre V* son )\1_1, D
por tanto los valores propios sobre K[V]; son productos de j valores propios )\;1 (no
necesariamente distintos). Luego

e} o

tht’r’(g7K[V]j): i)\;jtj Z)\T_thj
j=0

j=0 =0
11—
- 1 _ 1y
ST l=ATt

1
~ det(id — g7 1t, V)

O
Teorema 1.4.7. (Molien) Si K es un campo de caracteristica cero, entonces
1 1
G
P(KVI9 ) = D we— e
|G| perd det(id — g=1¢,V)
Demostracion. Directa de la proposicién y de la observacién previas. O

Las secciones 1.4.2 y 1.4.3 estan basadas en los capitulos 1 y 2 de Polynomial Invariants
of Finite Groups [1]. Para complementar estas secciones se recomienda revisar Reflection
Groups and Invariant Theory [11, Capitulo 5].
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2 Polinomios G,,-Invariantes

2.1. Grupos Poliédricos

En la seccién 1.3.1 definimos los grupos poliédricos T, 0 e I y el grupo de Klein V', asi
como también sus respectivas matrices generadoras. De la secciéon 1.3.3, consideramos
los homomorfismos sobreyectivos 2 : 1

p:8U2) — SO(3)  o:SU2) x SU2) — SO4).

El homomorfismo p~! transforma los grupos poliédricos en subgrupos de SU(2), denomi-
nados grupos poliédricos binarios, y luego por o, en subgrupos de SO(4) los cuales se
denominan grupos bi-poliédricos. Denotamos los grupos binarios V= p Y V), ;42 =
p YT, :S”E/::B:l(O) y As = p‘i(]) y los grupos bi-poliédricos por A~ := o(V x V),
Gﬁ = O’(A4 X A4), Gg = 0'(54 X 54), G12 = O‘(A5 X A5).

En base a las matrices de 1.3.1, determinamos las matrices generadoras de los grupos
binarios. Fijamos las siguientes matrices de SU(2)

i o0 (o0 1 (o i
=0 = e G =i o
1140 14 1 (140 0
Ps=ao\14i 1-i Pr="50 1-i

._1 T T—1+14
Ps=o 1 - r g T '

Es facil notar que q? = pﬁ = —idcont=1,2,3y j = 3,4,5. Los grupos binarios estan
generados por las preiméagenes por p de los generadores de T', O e I, por lo cual V' es
generado por qi,q2; A4 por qi,g2,p3; S4 por q2,qs3, p4, Y As por qi,q2,ps.

Ahora, queremos determinar las matrices generadoras de los grupos bi-poliédricos. Para
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ello fijamos antes las siguientes matrices de SO(4)

0 -1 0 0 0 1 0 O
1 0 0 O -1 0 0 O
:: .d = /:: .d =
ov=olanid = | armelda) =g
0 0 1 0 0 01 O
0 0 -1 0 0 0 10
0 0 0 1 0 0 01
= d = = d =
vi=olmid) =1, o | 2=olide)=1 o
0 -1 0 0 0 -1 0 0
1 -1 1 -1 1 -1 1
, 1 -1 -1 , -1 1 -1 -1
Ty 1= O'(pg,ld):§ 4 . T = a(zd,pg):§ 1 1 _1
1 1 -1 1 1
1 -1 0 0 1 1.0 0
111 1 0 0 1 1-1 10 0
= d = — = d = —F=
mimolpnid)=Tat g g | memoldr) =50 gy
0 0 1 1 0 01 1
T 0 1—-7 -1
1 0 T -1 -1
= id) = —
™5 i= o (s, id) 2171 1 T 0
1 1—7 0 T
T 0 T—1 1
1 0 T -1 -1
/ = d = —
mi=olidps) =51 0
-1 1-7 0 T
y observamos que o7 = o/ = 7r]: = 7T;-j = —id con i = 1,2y 5 = 3,4,5. Tomando

las imagenes por medio de o de los generadores de los grupos binarios, obtenemos los
generadores de los grupos bi-poliédricos. Los generadores de 7 son o; y o} con i = 1,2;
para Gg son 0; y o, con i = 1,2, w3, ¢; para G son 02 y 05, 7rj,773» con j = 3,4; y para
Giasono;y o' coni=1,2, 5 y m,. Cada uno de estos grupos tienen orden %\GP donde

G corresponde a su respectivo grupo binario en SU(2). Luego, |Gg| = 288, |Gg| = 1152,
y ‘G12| = 7200.
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2.1.1. Valores y Vectores Propios de las Matrices o(p, q)

El producto tensorial C? ® C? se puede identificar con el espacio M2, C). Los tensores
vew € C2eC?, v = (z1,72), w = (y1,y1) se identifican con las matrices de determinante
cero por medio de la transformacién

C2xC? —*
((z1,22), (y1,92)) — <x1> . <y1 y2> — <$1y1 x1y2> '
L2 T2Y1 X2Y2

Asi, tenemos que

o(p.q)(v@w) =plv@w)g " =pv-(wg )" .

Usando ¢~' =G, obtenemos que o (p, q)(v @w) = pv @ Gw. De esta férmula se sigue que

los valores propios (vectores propios) de o(p,q) son los productos (producto tensorial
resp.) de los valores propios (vectores propios resp.) de p y .

2.1.2. Otras propiedades

Se puede probar que las matrices o(p,id) y o(id,p) conmutan entre si. Dado que es-
tas matrices también son ortogonales, son diagonalizables. Asi, del siguiente resultado
tenemos que estas matrices tienen una misma base de vectores propios.

Proposicién 2.1.1. Sea K un campo algebraicamente cerrado. Sean A, B € M(n, K)
diagonalizables y tales que AB = BA. Entonces existe una matriz invertible M tal que
M~YAM y M—'BM son matrices diagonales.

Demostracion. Sea X\ un valor propio de A y v su vector propio asociado, luego

A(Bv) = BAv = ABv

por tanto, Bv es un vector del subespacio propio V) asociado a A, o sea Bly, : V) — V.
Como K es algebraicamente cerrado, Bly, tiene un valor propio y luego un vector propio
en V), el cual también es vector propio de A. Por induccién sobre n, se concluye. ]

Por otra parte, consideremos las matrices en O(4)

1 0 0 0 1000
~1 1

o |0 0 0 |01 00

0 0 -1 0 0001

00 0 -1 0010
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donde es facil notar que C? = C"? = id. Se puede probar que Co(p,id)C = o(id, p) con
p € {q,p;}, i =1,2,3y j = 3,4,5. Como ademas o(p,q) = o(p,id)o(id,q), se cumple
que Co(p,q)C = o(q, p).

2.2. Series de Poincaré

Los grupos G, C SO(4) actian de forma natural sobre C*, lo que induce la accién sobre
Clxo, 1, x2, x3] definida en la pagina 25.

El espacio vectorial de polinomios homogéneos G, —invariantes de grado j lo denotamos
por Clzg, x1, z2, acg]]G". Consideramos las series de Poincaré

oo
p(Clzo, 1, T, 23] 1) : = th dimC[x0,$1,$27x3]f"
j=0
1 1
- Z d— o-11.C4
|G| o det(id — g=1t,C*)

(2.2.1)

por el teorema de Molien (1.4.7).

Observacion 2.2.1. Para el célculo de la serie anterior, los argumentos en [16, Seccién
2] son los siguientes: Dado que det g = 1, en cada término de 2.2.1 se puede reemplazar su
respectivo denominador por el polinomio caracteristico de g. Ademaés, como los elementos
de la misma clase de conjugacién tienen el mismo polinomio caracteristico, luego 2.2.1
se puede reescribir como

1 n
Gn 4y _ g
p(C([xo, 21, 2, 23], 1) G| Z det(g —id - t,C4)

donde la suma es sobre todas las clases de conjugacién de G, y ny denota el nimero de
elementos en la clase de conjugacién de g en G,,. Calculando las cardinalidades de las
clases de conjugacion y los polinomios caracteristicos de cada representante, se obtiene
la serie.

Nosotros calculamos con Magma la serie de Poincaré respecto a los grupos bi-poliédricos
H,Gg,Gg, G2 (ver Apéndice)

Grupo Serie de Poincaré

H 1+ 12 4 5t + 615 + 15¢8 + 19¢10 4- 35¢12 + 444 4 O(¢19)
G 1+ 12+t 4+ 210 4 3¢8 + 3t10 + 712 4 8¢ 4 O(¢19)
Gsg 1T+ 12 + 4440 + 268 + 2619 + 3¢12 + 3t + O(+19)

G2 T+ t2 4 t4 416 448 1 10 4 2612 4 2614 4 O(¢19)
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De la expresién de la serie de Poincaré, los coeficientes de la j—ésima potencia de ¢ en

Gn Luego, de la tabla

la serie de Molien corresponden a la dimensién de Clzg, z1, z2, 23] j

anterior se deduce lo siguiente

= Existen polinomios invariantes por los grupos bi-poliédrico sélo de grado par. Esto
se debe a que para todo elemento g € G con G grupo bi-poliédrico, —g € G (ver
Apéndice), luego la serie 2.2.1 es una funcién par.

» Dado que G,, < SO(4), se tiene que los tres grupos dejan invariante al polinomio
Q(z) = 23 + 23 + 23 + 2%. Luego, en cada grado se tiene una superficie cuddrica
invariante trivial de ecuacion

Qj(x) := (ad + o} + 23 4 23)/?

En los grados n = 6,8,12 aparecen los primeros polinomios G,—invariantes no
triviales. Estos polinomios los denotamos S, (x), cuyas expresiones calcularemos
en la siguiente seccién.

2.3. Ecuaciones de Polinomios Invariantes

Diremos que un polinomio es totalmente simétrico si es invariante bajo cada permu-
tacién de coordenadas. Por otra parte, diremos que un polinomio P es anti-simétrico
si es invariante para permutaciones de coordenadas pares y v - P = —P para toda per-
mutacion impar -y.

Calculamos con Magma los polinomios invariantes Sy (z) (Ver Apéndice). Para n = 6,8
se tiene que

Se(x) = Z x9 + 15 Z z?:c?a:i
Ss(z) = Z x8 + 14 Z x?w? + 168z2x3x3a]

con los subindices 7, j, k = 0, 1, 2, 3 siempre distintos para cada monomio de las anteriores
sumas. Ambos polinomios son totalmente simétricos. En cuanto a Sia(x), los calculos
son mds complicados. Se introducen algunas abreviaciones. Sea y; := 27 y los subindices
i,7,k,h =0,1,2,3 con la misma consideracion en el caso de Sg y Ss.

Ss1:= 2.y} Siz = Y yiy; Ss3 = Y yly;
Su1 =Y ulye  Ssai= Y UiUiuk Soz2 = D yPYIyR
S3111 = Y YPyiykyn  S2a11 = Y YTV YUY -

La parte totalmente simétrica de Si2(x) es

fs = 28551 — 6542 — 125411 + 14533 + 95321 + 38453111 + 305222 — 27052211
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y su parte antisimétrica es 33v/5f,, donde

fa: = Yo(Wive — vivs + Y33 — v2u3 + Y3u1 — ysyi)
— S (Y33 — v2u3 + Y3vo — Ysus + woy2 — Yous)
+ 3 (Wayr — Yoyt + yiys — y1y3 + Yavo — Ysug)
— Y3 (W31 — Yoyt + yive — 193 + Yavo — v2ug) -

Asi, Sia() = fs +33v/5 .

Observamos que Qs(z) v S,(x) son algebraicamente independientes. De hecho, el lugar
de ceros de Qz(x) no estd contenido en el de S,(x), un ejemplo de esto es el punto
p = (iv2,1,1,0) que cumple que Qs(p) = 0, pero S,(p) # 0 para n = 6,8,12. En
particular, Sg(z) # S¢(2)Q2(z), y dado que es invariante por (Gg,C,C’) [16, Seccién
3], luego es una ecuacién para el polinomio invariante de grado 8 en el conjunto de
polinomios invariantes fundamentales por (Gg, C, C").

Los polinomios invariantes estudiados definen las siguientes familias de superficies simétri-
cas en IP’%
Fu()\) : Sp(z) + AQyu(z) =0, AePL.

Dado que S, (z) y Q,(x) son polinomios invariantes por Gy, las variedades que definen
son invariantes por la accién de grupo G,. Por simplicidad, S, y Q, denotardn las
variedades proyectivas definidas por S, (z) y Q,(z), respectivamente.

El proposito del siguiente capitulo es encontrar las superficies singulares de estas familias.
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3 Superficies Simétricas en P’

Notacion 3.0.1. En las definiciones de la secciéon 1.1 de variedades proyectivas, se
considera K un campo algebraicamente cerrado. De ahora en adelante, consideraremos
K = C, de modo que P" denotard al espacio proyectivo complejo.

3.1. Base Locus

Sea ¢ un grupo que actia sobre P3.

Definicién 3.1.1. Un punto z € P3 se le llama punto fijo por ¢ si existe ¢ € & con
o # +id tal que oz = z. Se define grupo fijo (o estabilizador) de z al conjunto

Fiz(z) = Fizg(z) ={9€9:92=2} C¥

y orbita de z bajo g a
O(z) =Og :={gz:g €4} C P

Por Teorema orbita-estabilizador, se tiene la férmula |Fiz(z)| - |0(2)| = |¥4].

Definicién 3.1.2. Una recta L C P? se denomina recta de puntos fijos (o recta fija)
de ¥ si existe un 0 € ¢, 0 # +id, tal que ox = x para todo x € L

De la incrustaciéon de Segre ¢ : P! x P! — P3 sabemos que P! x P! es isomorfo a la
cuddrica suave zgz3 — z122 = 0 [6, Proposicién 7.11]. Ademds, de la Proposicién 1.1.7
sabemos que P! x P! = Q,. Los conjuntos {a} x P! y P! x {a}, con a € P{, los llamaremos
ruling de Qs.

Consideramos P GL(2,C), el espacio proyectivo de las matrices invertibles 2 x 2, y la
funcién T : P3\ Q3 — P GL(2,C) definida por
[.’L‘o Y o D i I xg] — < 0 + Z:,CI T2+ Z.%'g) . (3.1.1)
—Xo + 123 X9 —1T1
Como Qa(x) = det(T'(x)), luego Qy corresponde a las matrices complejas 2 X 2 de rango
1 (mé6dulo multiplicacién por constante).
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Teorema 3.1.3. Las matrices o(p,id), o(id,p) € Gy, definen en P3 dos rectas disjuntas
de puntos fijos cada una. Dichas rectas estin contenidas en Qs, donde el primer par
pertenece a un ruling Qo y el sequndo al otro ruling de Qs.

Demostracion. De la seccién 2.1.1 se sigue que las matrices o(p,id), o(id, p) tienen dos
valores propios de multiplicidad 2 cada uno, por lo cual los subespacios propios son rectas
en P3. Estas rectas son generadas por puntos que corresponden a matrices de rango 1
mediante la identicacién 3.1.1, luego estan contenidas en Qs. De nuevo de la seccién
2.1.1, notamos que el par de rectas determinadas por o(p,id) son de un ruling de Qs y
el par de rectas determinadas por o(id, q) son del restante. O

El base locus de la familia F),(\) es la variedad
{z eP?:5,(z) = Qu(x) = 0}

Claramente, el base locus es invariante por la accién del grupo G,. Ademads es una
variedad proyectiva no reducida, puesto que Q,, es una potencia de Qs y por lo cual V
tiene componentes multiples.

Sea B, := Q2N S,. Consideramos los grupos O'(é, id) y o(id, é), donde G = 242, :S”z, ;1\;,
Ambos grupos médulo {£id} son isomorfos a los subgrupos T, 0,1 C SO(3). La tabla
siguiente detalla la cardinalidad de las 6rbitas por la accién de estos grupos sobre R?

Tetraedro | Octaedro | Icosaedro
12,6,4 24,12,8,6 | 60,30, 20,12

Los valores de la tabla se obtienen de considerar un punto en una arista, cara y vértice
del respectivo sélido platénico y su imagen por cada elemento del grupo de rotaciones
del sélido.

Observacion 3.1.4.

= De la seccién 2.1.1 el grupo o(G, id) actiia sobre las rectas {a} x P! y deja invariante
cada recta del segundo ruling P! x {a}. Por otro lado, el grupo o(id, G) actiia sobre
P! x {a} y deja invariante cada recta de {a} x P!

» Hay finitas rectas de cada ruling que tienen drbita de largo n por la accién de
0(G,id) y o(id,G). Denotamos por .%,,.%, el conjunto de rectas de drbita n de
{a} xP! y P! x {a}, respectivamente. Ademds, como Co(p,q)C = o(q, p), la matriz
C transforma rectas de %, en rectas de ., y viceversa.

Proposiciéon 3.1.5. La variedad B, es reducida, es decir, no contiene componentes
maltiples.
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Demostracion. Por teorema de Bézout [6, Proposiciéon 12.16] se tiene que deg(B,) =
deg(Q2 N S,) = 2n. Si By, no es reducida entonces existe una componente V' C Qo N S,
tal que Qo y S, se intersectan con multiplicidad al menos 2 a lo largo de V. Este es el
caso cuando S, es singular a lo largo de V', 0 .S, y Q2 son tangentes en V. Consideremos
una recta L de uno de los dos rulings, no contenida en B,, y que intersecte a V' en al
menos un punto. Sin pérdida de generalidad, asumamos que L est4 en el ruling {a} x P!,
Sea z € LNV, luego multy(L - S,) > 2. Como el grupo o(id,G) actiia sobre L y en
la interseccién L N S, consideramos la érbita de x bajo este grupo. Por la tabla de
la pagina anterior, notamos que L y S, se intersectan en mas de n puntos contados
con multiplicidad, por tanto L C S,. Esto contradice la suposicién de que L no estd
contenida en B,,. Por lo tanto, Qs N S,, es reducida. O

Observacién 3.1.6. La notacién mult,(L-Sy,) corresponde a la multiplicidad del punto
p en el producto interseccion de L y Sy,. Este valor, se debe pensar como la multiplicidad
de p (visto como un vector en C*) como cero en el polinomio de dos variables resultante
de evaluar S, en los puntos de L (ver 1.1.13).

Proposicién 3.1.7. El base locus se divide en 2n rectas, n en cada ruling de Qs. En
particular dichas rectas son rectas fijas para elementos en Gy,.

Demostracion. Sea L una recta del primer o segundo ruling y no contenida en B,,. La
curva B, vista como un polinomio bi-homogéneo tiene bi-grado (n,n) en Qa, entonces
|L N By,| = n. Sin pérdida de generalidad, supongamos que L es una recta del ruling
{a} x PL. El grupo o(id, é) actua sobre los puntos de L. Sea x € L N B,,. Por la tabla
de arriba, la 6rbita de = respecto a o(id, é) es de cardinalidad n. Por tanto, x pertenece
a una de las rectas de .Z,. Como tenemos una cantidad infinita de rectas como L, las
rectas en £, estan contenidas en B,. Por el segundo punto de 3.1.4, las rectas en %,
también estdn contenidas en B,. O

3.2. Puntos Singulares

Lema 3.2.1. Sea p un punto singular de una superficie de la familia F,,(\) (no en Q, ),
luego p no estd contenido en la cuddrica compleja.

Demostracion. Sea p un punto singular de la superficie F,,(A\g) := {Sp(2)+X0Qn(z) = 0}.
Supongamos que p € Qo, entonces p € S,, y como 9;Q,(p) = 0 para ¢ = 0,1,2,3,
tenemos que 9;5,(p) = 0, i = 0,1,2,3 también, por tanto p es un punto singular de
Q>N S,. Por la Proposicién 3.1.7, este consiste de 2n rectas las cuales se intersectan en
n? puntos. Por tanto, p debe ser el punto de interseccién de dos rectas. Si S, es singular en
p se sigue que S, es singular en todos los n? puntos de interseccién de las rectas en el base
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locus; de hecho estos puntos forman una érbita por o (id, é) y a(é, id). En particular, S,
tiene n puntos singulares en una recta L en Q2N.S,,. Como la hipersuperficie {9;S,, = 0}
(i = 0,1,2,3) tiene grado n — 1, luego intersecta L en n — 1 puntos o bien 9;5 es el
polinomio nulo. En el primer caso, S, tiene a lo mas n — 1 puntos singulares en L, lo que
es una contradiccién. Por tanto, S, es singular en todos los puntos de L. Asi, S, y Oo
se intersectan en L y en las 2n rectas de Q2 N .S, con multiplicidad a lo menos 2. Esto
no es posible, ya que deg(Q2 N'S,) = 2n. Esto muestra que p ¢ Qs. O

Teorema 3.2.2.
1. La superficie general en la familia F,()\) es suave,

2. las superficies en F,()\) singulares, diferentes de Q,, tienen sdlo singularidades
aisladas,

3. las superficies en F,()\) diferentes de Q,, son irreducibles y reducidas.

Demostracion.
1. Consecuencia del teorema de Bertini [9, Teorema 8.18] y del Lema 3.2.1.

2. Sea S := {Qn(z) + AoSn(x) = 0}. Supongamos que S contiene una curva singular,
luego S intersecta Qs en al menos un punto p singular en .S, pero por el Lema 3.2.1
esto no es posible.

3. Sea S una superficie de F},(\), diferente de @Q,,. Supongamos que S no sea reducida.

Luego S tiene una componente multipla sobre la cual es singular, pero por 2. sélo
puede tener singularidades aisladas.
Ahora supongamos que S es reducible, es decir, si S = {G = 0} entonces G =
HyH,. Por la regla de Leibnitz, las derivadas parciales de G se anulan en {H; =
Hy = 0}. Por lo tanto, S tiene puntos singulares a lo largo de la curva { H; = Hy =
0}, lo que no es posible por 2.

O

Proposicién 3.2.3. Un punto singular p de una superficie en la familia F,(\), n =
6,8,12, es un punto fijo por G,. Ademds p, como vector de C*, es vector propio de una
matriz de Gy, con valor propio +1 o —1.

Demostracién. Dada una superficie S = {F = 0} de grado n en P?, un punto p en S es
singular si y sélo 9;F(p) = 0 para cada ¢ = 0, 1,2,3. Los puntos de interseccién de las
superficies S; := {0;F = 0} estan contenidos en SN S;NS;. Asi, por Teorema de Bézout,
las superficies S; se intersectan en a lo méds n(n — 1)? puntos contados con multiplicidad.
Como estos puntos son singulares en .S, éstos son contados al menos dos veces en la
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interseccién, por lo cual una mejor cota superior es 4(n — 1)2. En la siguiente tabla se

muestra los valores de esta cota para n = 6,8,12 y en la segunda fila las cardinalidades
de las 6rbitas de un punto (no fijo) por G,.

n 6 8 12
Z(n—1)% | 75 | 196 | 726
Orbita | 144 | 576 | 3600

De la tabla, un punto no fijo por G, no puede ser singular. Sea = un punto singular y
consideremos su vector correspondiente en C*. Sea s := o(p, q) € G, tal que sz = Az, o
equivalentemente

prq = Az

Consideramos x como una matriz de P GL(2, C) mediante la identificacién 3.1.1 y calcu-
lamos el determinante a ambos lados de la ecuacién anterior. Obtenemos que det(x) =
A2 det(z), como p,q € SU(2), det(p) = det(q) = 1, y luego la ecuacién se cumple sélo
si det(x) = 0 0 A2 = 1. Si det(x) = 0, luego z € Q,, lo que no es posible por el Lema
3.2.1. O

Corolario 3.2.4. Los puntos singulares de las superficies de F,,(\) estdn contenidas en
rectas fijas de G,,, n = 6,8,12.

3.3. Rectas de puntos fijos

Sea Li, Lo las rectas fijas de o(p,id) y Ls, Ly las rectas fijas de o(id,q) € G,. Sean
zij = L;NLj,i=1,2, j = 3,4, los puntos interseccién de dichas rectas. Como o(p,q) =
o(p,id)o(id,q), si o(p,q) tiene valor propio 1 o —1, en ambos casos dicho valor propio
tiene multiplicidad algebraica al menos 2, y luego multiplicidad geométrica 2 (pues o(p, q)
es diagonalizable). Por tanto, si o(p,q) tiene valor propio 1 o —1, tiene al menos una
recta de puntos fijos L, la cual tiene la siguiente configuracion
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L
Z14 213
Ly
224 223
Lo
L4 L3

Notar que por el Teorema 3.1.3 la recta L no intersecta en mas puntos al base locus.

Proposicion 3.3.1. Sea L como en el pdrrafo anterior, y supongamos que intersecta
al base locus de F,(\). Sin pérdida de generalidad, sean estas intersecciones z13 y z24
como en la imagen. Luego para cada superficie S # Q, en la familia F,()\) se tiene que
mult,, (L-S)=1, (i,j) = (1,3),(2,4).

Demostracion. Por el Lema 3.2.1 los puntos z13 y 224 son puntos regulares sobre cada
superficie distinta de Q,, de F},(\). Las rectas de ambos rulings de Q2 que se intersectan
en estos puntos son rectas del base locus y por tanto estd contenidas en S. El espacio
tangente de S en z;; estd generado por estas rectas. Este plano no contiene a L, de lo
contrario también contiene a las cuatro rectas L; y L;, y luego dicho plano no es tangente
a S en un punto. Por tanto L no puede ser tangente a S en z;;. ]

En la tabla de mas abajo, se determina un representante por cada clase de conjugacién
de G,,, €l cual tiene valores propios 1 o —1 y definen espacios propios de dimensién dos en
C*, por tanto tiene rectas fijas en P3. ¢ indica los representantes de clases de +0 y —o
(los cuales fijan las mismas rectas). Dado que las matrices m; y 71'; conmutan entre si, de
la Proposicién 2.1.1 sabemos que tienen una misma base de vectores propios. De esto, se
obtiene que los elementos en las clases de conjugacién de mwymh, Tan; msml, mew; mywE,
—m3m} tienen dos a dos las mismas rectas fijas, por lo cual en la tabla consideramos a
ambas clases juntas. Los elementos de la clase de conjugacién de oa0), y mam) tienen las
mismas rectas fijas también, ya que los elementos de [o20%] corresponden a cuadrados de
los elementos de [my7)]. Ademds, como Co(p,q)C = o(q,p), los elementos de las clases
de ool y myma0h tienen las mismas rectas fijas. En la tabla también estdn los nimeros
de las rectas fijas distintas en la clase de conjugacion.
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Grupo | Rectas fijas

Gg o90%, 18; Lmymh, £rinl?, 16; trinh, £mrgml, 16
Gy o90h, £mamy, 18; tmymh, 32; mymamhmy, 12 T3m40h, O2myTy, 36

G o90%, 450; tmsmh, 200; L5l i, 72

Proposicién 3.3.2. Si [0] denota la clase de conjugacion de arriba, entonces las rectas
fijas de los elementos de [o] conforman una drbita bajo G,.

Demostracion. Los representantes de las clases de conjugacién de la tabla, a excepcion
de [o20%)], [mymamhmy] o [m3ma0h], tienen sélo una recta fija, y el enunciado es claro cuando
o tiene sélo una recta de puntos fijos. Probaremos que dos rectas fijas de los elementos de
estas tres clases son equivalentes bajo Gy, es decir, ambas rectas definen la misma 6rbita.
Dadas dos rectas fijas por o, ambas son espacios propios de C* con valores propios 1 y
—1. Recordemos que si 7 es un elemento de una de las clases previas entonces —7 esté
en la misma clase de conjugaciéon. Ademés, m y —x tienen los mismos espacios propios
pero con los valores propios intercambiados. Luego, podemos encontrar una matriz en
G, que transforme una recta en otra y viceversa. Esto implica que las 6rbitas de ambas
rectas no son disjuntas, por lo tanto, deben ser iguales. ]

El resultado anterior muestra que toda propiedad G,,—invariante que se cumpla en alguna
recta fija de un elemento de alguna clase de la tabla, se cumple para cada recta fija de
los elementos de la misma clase de conjugacion.

3.4. Cubrimientos de P!

La familia F,,(\) en P? define un morfismo (fuera del base locus)

P\ B, —P!
x —[Sp(x) : Qn(z)]

Sea L una recta fija que no intersecta el base locus. Este morfismo restringido a L, que
lo llamaremos f, es una funcién holomorfa de grado n. Ahora, si L es una recta fija que
intersecta el base locus de Fj,(\), luego f no estd definida en los puntos de interseccién
213, 214, puntos definidos en la seccién 3.3. Por la Proposicién 3.3.1, la recta L intersecta
cada superficie en F,,(\) con multiplicidad 1 en estos puntos. Por tanto f se extiende a
la funcién holomorfa

f:L—P.

El punto [1 : 0] tiene n —2 preimdgenes, descontando z13 y 224, luego f tiene grado n — 2.

Ademds, como los tnicos puntos de ramificacién de f son z13 y 224, ambos puntos tienen

orden % —1.
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Usando la férmula de Hurwitz [9, Corolario 2.4]
29(L) — 2 =n(29(P') — 2) + deg R

donde g(L) y g(P') son los géneros de L y P! y deg R es el grado de la ramificacién de
f. Como g(L) = g(P') = 0, de la ecuacién anterior deg R = 2n — 2. En el caso de f, de
la férmula de Hurwitz se obtiene que deg R = 2n — 6. Esto prueba el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.1. El grado de la ramificacion de f es 2n — 2 y de f es 2n — 6 para
n==6,8,12.

Observacién 3.4.2. Los puntos singulares de las superficies de la familia F,,(\) son
puntos de ramificacion de los anteriores morfismos. En efecto, dado un punto singular p
de una superficie de la familia, si p no estd en Q,,, del Lema 3.2.1 los morfismos f y f
se indefinen en p y luego es punto de ramificaciéon de ambos morfismos. En el caso que p
perteneciera a Q,,, p es punto singular de Q, y de S, y como los polinomios de ambas
variedades son de grado n, luego p es punto de ramificacién de f y f.

De la observacién anterior, el grado de ramificacion de los anteriores morfismos puede
acotar el nimero de puntos singulares en las rectas fijas. De hecho, sin considerar los
puntos en la cuadrica multipla, estos puntos son a lo més n si L no intersecta el base
locus, n — 2 puntos en el caso contrario.

3.5. Superficies Singulares

De la seccién 3 de [16] se tiene que las superficies de Fg(\) y Fi2(A) son invariantes
por la accién de los grupos de reflexién de los politopos 24— celdas y 600—celdas, donde
estos grupos contienen a Gg y Gio, respectivamente. ' Consideramos las érbitas por
la accién de dichos grupos sobre C* y luego las érbitas de puntos correspondientes en
P3. Substituyendo un punto de cada érbita en las ecuaciones de las familias Fg()\) y
Fi2()), se obtienen los valores de A tales que la superficie correspondiente contiene toda
la 6rbita. Dado que las derivadas parciales de las ecuaciones se anulan, estos puntos son
singulares sobre su respectiva superficie.

En el caso de Fg(M), el cdlculo de los valores de A\ ocupa un argumento similar. La
cardinalidad de cada orbita y el valor de A correspondiente a la superficie que contiene
la érbita se resumen en esta tabla.

La razén de considerar estos grupos de reflexién es que facilitan el célculo de los largos de las érbitas
por los grupos G y G12. De hecho, los largos de las drbitas de la tabla son la mitad del nimero de
vértices, caras, aristas y celdas de los politopos 24-celdas y 600-celdas. Por otra parte, al considerar la
accién de estos grupos, se puede mostrar que los puntos singulares forman una érbita bajo la acciéon
de G,,.
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24—celdas

Orbita 12 48 48 12
e
Gs

Orbita 24 72 144 96
e

600—celdas

Orbita 300 600 360 60
A _3 _2 _2

32 243 25

Se prueban tres resultados importantes para cada superficie de las familias F,(\) n =
6,8,12

» No hay més puntos singulares ni mds superficies singulares en las familias F,,(\),
conn =06,8,12.

= Los puntos singulares son puntos dobles.

= Los puntos singulares forman una orbita bajo la acciéon de G,.
Para mostrar el primer punto, se usan los siguientes argumentos:

o De 3.2.4, los puntos singulares de una superficie en F,,(\) estdn contenidas en las
rectas fijas.

o Para encontrar estos puntos, basta considerar una recta por cada G,—orbita y su
interseccion con las superficies singulares determinadas por los valores de A de la
tabla, ya que de 3.3.2 las otras rectas intersectan la misma superficie en el mismo
nimero de singularidades y todas ellas forman una G, —érbita.

o Por 3.4.1, el nimero de puntos singulares en cada recta fija estd acotado. Una vez
encontrado el nimero méximo de puntos singulares por cada superficie F},(A) (con
los valores de A de la tabla), se demuestra que no hay més puntos singulares, por
tanto, tampoco méas superficies singulares.

El detalle de las demostraciones estd en la seccién 9 de [16].
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3.6. Superficie de Sarti

Definicién 3.6.1. Sea X = V(F) una superficie en P3. Las siguientes definiciones son
equivalentes:

1. Un punto singular de X se le dice nodo si la matriz Hessiana evaluada en tal punto
es una matriz invertible, lo que implica que también sean puntos dobles.

2. Un punto singular aislado de X se le dice nodo si el punto admite una carta local
en A® de la forma z? + y? 4 22 = 0.

FEl cono tangente a X en un punto p € X corresponde a la variedad definida por el
primer término del desarrollo de la serie de Taylor de F' alrededor de p. Con respecto a
la segunda definicién de nodo, si p es un punto singular aislado, basta calcular el cono
tangente de X en p y verificar que admite una expresién del tipo 2% + y? + 22 = 0.

En el articulo [16], se determinan que los puntos singulares son nodos usando la primera
definicién. Los argumentos son los siguientes: se puede escoger un punto singular arbi-
trario de cada 6rbita y al calcular la matriz Hessiana evaluada en dicho punto, obtener
una matriz de rango maximo, lo que implica que cada punto singular es un nodo al igual
que todo el resto de puntos de la érbita.

Una superficie cuyos puntos singulares sean nodos se dice superficie nodal. De las
superficies nodales encontradas, destaca Flg(—%) la cual es de grado 12 y tiene 600
nodos. Esto otorga una cota inferior para el nimero maximo de nodos en una superficie
proyectiva de grado 12 (Ver apéndice).

Mostramos una imagen de la superficie de Sarti, F* 12(—%).2

2Modelo tridimensional: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:3D_model_of_Sarti_surface.
stl#/media/File:3D_model_of_Sarti_surface.stl
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3By Claudio Rocchini - Own work, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?
curid=12262519
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Apéndice

Escribimos el codigo Magma para generar los grupos ¢ y de cada grupo bi-poliédrico.
Nombramos las matrices o] y o, como “sii” y “siil”, respectivamente (i = 1,2), y las
matrices 7, y 7r; como “pij” y “pijl”, respectivamente (j = 3,4,5).

Q := Rationals();

sil := Matrix(4,4,[0,-1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,-1,0,0,1,0]);
si2 := Matrix(4,4,[0,0,-1,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,-1,0,0]);
sill := Matrix(4,4,[0,1,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,-1,0,0,1,0]);
si21 := Matrix(4,4,[0,0,1,0,0,0,0,1,-1,0,0,0,0,-1,0,01);
pi3 := 1/2*Matrix(4,4,[1,-1,1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,-1,1,1,1,1]);
pi3l := 1/2*Matrix(4,4,[1,1,-1,1,-1,1,-1,-1,1,1,1,-1,-1,1,1,1]1);

H := MatrixGroup<4,Ql|[sil,si2,sill,si21]>;
G6 := MatrixGroup<4,Q|[sil,si2,sill,si21,pi3,pi31]>;

Q2<e> := QuadraticField(2);

pi4 := 1/e*Matrix(4,4,[1,-1,0,0,1,1,0,0,0,0,1,-1,0,0,1,1]);
pié4l := 1/e*Matrix(4,4,[1,1,0,0,-1,1,0,0,0,0,1,-1,0,0,1,1]1);
G8 := MatrixGroup<4,Q2|[si2,si21,pi3,pi31,pi4,pidl]>;

Q3<f> := QuadraticField(5);

u = 1/2x(1+£);

pib5 := 1/2*Matrix(4,4, [v,0,1-u,-1,0,u,-1,u-1,u-1,1,u,0,1,1-u,0,ul);
pib1 := 1/2*Matrix (4,4, [u,0,u-1,1,0,u,-1,u-1,1-u,1,u,0,-1,1-u,0,ul);
G12 := MatrixGroup<4,Q3|[sil,si2,sill,si21,pib,pib1]>;

.

Calculamos los érdenes de cada grupo

> [Order(G): G in {H,G6,G8,G12}];
[ 288, 32, 1152, 7200 ]

Observacién 3.0.1. Al usar Magma, el cdlculo de la serie de Molien de ¢ es innecesa-
ria. En el articulo de Sarti si es necesario, ya que se busca una base de Clzg, x1, =2, 373]”%
y se definen los polinomios invariantes Sy (z) como combinacion lineal de los elementos
de dicha base y tal que sean invariantes por G, \ . Con Magma se pueden calcular
directamente, como veremos mas adelante.

En la siguiente ventana escribimos el cédigo Magma para calcular la serie de Molien de
¢y de los grupos G,, n = 6,8,12.
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K<t> := LaurentSeriesRing(Q);

K2<t> := LaurentSeriesRing(Q2);

K3<t> := LaurentSeriesRing(Q3);

K!'MolienSeries(H);

1 + t72 + 5xt74 + 6%xt76 + 15%t~8 + 19%t~10 + 35*xt~12 + 44*t~14 + 69%t~16 + 85*xt~18 +
0(t~20)

> K!MolienSeries(G6) ;

1 +t72 + t74 + 2%t76 + 3%t"8 + 3*xt710 + 7*t~12 + 8*t~14 + 9*t~16 + 13*%t~18 +
17%t°20 + 18*%t~22 + 27%t~24 + 0(t~25)

> K2!'MolienSeries(G8);

1 +t72 +t74 + t76 + 2%t78 + 2%t710 + 3*t~12 + 3*xt~14 + 4xt~16 + 5*t~18 + 6*t~20 +
6xt722 + 10*t"24 + 11%t~26 + 12*xt~28 + 13*t~30 + 17*t~32 + 18*xt~34 + 22*%t~36 +
23%t"38 + 27*t~40 + 0(t"41)

> K3!MolienSeries(G12);

1 +t72+t74+t°6+ t°8+ t710 + 2%xt712 + 2*%t~14 + 2*%t~16 + 2*xt~18 + 3*xt~20 +
3*%t722 + 4%t724 + 4xt726 + 4%xt728 + 5%xt730 + 6*%t"32 + 6*%t"34 + T*t"36 + 7xt"38 +
8xt740 + 9%t~42 + 10*xt"44 + 10*t~46 + 11%t~48 + 12*xt~50 + 13*%t~52 + 14xt~54 +
15%t~56 + 15*%t"58 + 19%t~60 + 20*t~62 + 21*xt~64 + 0(t~65)

vV V Vv V

También, verificamos con Magma que la serie de Molien de uno de los grupos ¢, Gg, Gs,
(12 es una funcion par.

> {{-gin G : g in G} : G in {H,G6,G8,G12}};
{

{ true }
}

Sea R = K[V]% el anillo invariante de un grupo finito G' en una representacién en V
sobre un campo K y tal que el grado de la representacién es n. Los invariantes primarios
de R = K[V]% forman un conjunto {fi, ..., f»} de n polinomios homogéneos invariantes
de R algebraicamente independientes tal que R es un médulo finitamente generado sobre

K[f1,..., fn]-

Calculamos los invariantes primarios de los grupos Gg y Gg (en la ventana estéan sélo los
dos primeros). De estos polinomios, restamos una potencia del primer polinomio de la
lista y de este modo se obtienen los polinomios Sy, () de la seccién 2.3, que son simétricos
y faciles de expresar.

> R1 := InvariantRing(G6) ;

> PrimaryInvariants(R1);

[
x172 + x272 + x372 + x472,
x176 + 156%x172%x272%x372 + 16*%x172%x272%x472 + 15%x172*%x372*%x472 + x276 +
156%xx272*xx372*x47"2 + x376 + x476,
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> R2 := InvariantRing(G8) ;

> PrimaryInvariants(R2);

[
x172 + x272 + x372 + x472,
X178 + 28/9%x176*x272 + 28/9%x176*x372 + 28/9%x176*x4"2 + 70/9%x174*x2"4 +
28/3%x1~4%x2"2xx3"2 + 28/3%x1"4*x2°2%x4"2 + 70/9%x1~4%*x3"4 +
28/3%x174*x3"2*%x4"2 + T70/9%x1"4*x4"4 + 28/9*%x1°2%x276 + 28/3*x1"2%x274*x3"2 +
28/3%x172*%x274*x4"2 + 28/3*x172*x272%x374 + 56*x172*%x272%x372*x4"2 +
28/3%x172*%x2"2xx4"~4 + 28/9%x1°2*%x376 + 28/3*%x1"2%x3"4*x4"2 +
28/3*x1"2*xx3"2%x4"4 + 28/9%x1°2*x4"6 + x2°8 + 28/9%x2°6*x3"2 +
28/9%x276*x4"2 + T70/9%x274*x374 + 28/3%x274*x372*x472 + T70/9*x2"4*x474 +
28/9%x272*%x3"6 + 28/3%x2°2*%x3"4*x472 + 28/3*%x2°2%x372*x4"4 + 28/9%x2°2*x4"6 +
x378 + 28/9%x3°6%x4"2 + 70/9*x3"4*x4"4 + 28/9%x3"2*x4"6 + x4°8,

1

> 144/32%F[2]1-112/32%F[1] ~4;

x17°8 + 14*x174*x274 + 14*x174*x374 + 14*x174*x474 + 168*x172*%x272*%x372*x472 +

X278 + 14%x274xx374 + 14*%x274%x474 + x378 + 14*x374%x474 + x4°8

En el caso de Sj2, calculamos una combinacién lineal de Q2 := (23 + 23 + 23 + 23)8
y el segundo polinomio invariante de la lista de invariantes primarios por G129, tal que
se anule en el punto [1: 0 : 0 : 0], lo cual nos da la expresién de S de la seccién 2.3
a menos de escalar. La razon de esta eleccién es porque [1: 0 : 0 : 0] corresponde a la
clase del vector (1,0,0,0) en C* que es vector propio por el valor propio 1 de una de las
matrices de Gi2. Si el polinomio Si2(x) se anula en [1:0: 0 : 0], luego este punto es un
punto singular de Si2, y se cumple la Proposicién 3.2.3.

> R3 := InvariantRing(G12);

> inv := PrimaryInvariants(R3);

> Q12 := inv[1]°6;

> f := inv[2];

> S12 := Q12/Evaluate(Q12,[1,0,0,0])-f/Evaluate(£f,[1,0,0,0]);

Una de las superficies de la familia F12(\) que es combinacién lineal de Q12(x) y Si2(x)
sera la superficie de Sarti. Nosotros trabajaremos con el polinomio f definido en la
ventana anterior, ya que como hemos mencionado antes, los polinomios .S,, tienen una
expresion mas compacta que los invariantes primarios de G, dados por Magma, pero
ambos polinomios definen superficies invariantes por G1o isomorfas entre si.

En la siguiente ventana, definimos una superficie isomorfa a Fjo(—22/243), la cual lla-
mamos X y cuyo polinomio F se anula en [0:1:1:1]. Ademds, calculamos el nimero
de singularidades.

La razén de la eleccién de F' es porque el vector (0,1,1,1) es un vector propio de valor
propio 1y la érbita Gi2-[0:1:1: 1] tiene cardinalidad 600. Notar que este proceso es
parecido a como se determinan los valores de A en 3.5.
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> F := Q12/Evaluate(Q12,[0,1,1,1])-f/Evaluate(£f,[0,1,1,1]);
> S := PolynomialRing(R3);

> P := Proj(S);

>

X := Scheme(P,F);
> pts := SingularPoints(X);
> #{p: p in pts};
600

Por ultimo, determinamos la naturaleza de los puntos singulares de X, definiendo el cono
tangente de X en el punto [0:1:1:1].

>p :=P![0,1,1,1];

> TangentCone (X,p) ;

Scheme over Q3 defined by

-9/16%x172 + %272 - x2*x3 - x2%x4 + x372 - x3%x4 + x472

La anterior expresién, bajo un cambio de coordenadas y después de dehomogeneizar por
una de las coordenadas, se puede reescribir de la forma z? + y? + 22. Asi, tenemos que
el punto p es una singularidad de X de tipo Aj, es decir, admite una carta local en A3
de la forma 2 + 3% + 2% = 0.
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