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Introduccion

La Teorfa de Galois, introducida en [1] por el mitico matemético del siglo 19 Evariste
Galois, fue un hito en el algebra de la época; mostrando una conexién entre la teoria
de campos y la teoria de grupos motivada por el problema de encontrar una férmula
por radicales para resolver la ecuacion general de quinto grado. Galois mostré la impo-
sibilidad de su existencia a través del hoy conocido como Teorema de Correspondencia
de Galois (ver 1.5.22), que en esencia muestra que la informacién de una extensién de
campos L/K puede ser codificada en un grupo asociado: el grupo de Galois Gal(L/K).

Bajo esta légica, uno puede realizarse la pregunta inversa: jes todo grupo finito el grupo
de Galois de alguna extension de campos? Si no fijamos el campo base, la respuesta es
afirmativa y bastante sencilla. En efecto, si fijamos cualquier campo k y un grupo finito
G y definimos K = k(g : g € G) (agregando todos los elementos de G como elementos
trascendentales sobre k), el grupo G actia naturalmente como grupo de automorfismos
de K. Por el Teorema 1.5.24, Gal(K/K%) es isomorfo a G, donde K& es el campo fijo
de G.

Sin embargo, si fijamos el campo base la pregunta es tremendamente complicada y de
hecho un problema abierto hoy en dia, conocido como el Problema Inverso de Galois.
Este fue considerado sistemdticamente por primera vez por David Hilbert en [4]; donde,
por medio del Teorema de Irreducibilidad de Hilbert, muestra que existen infinitas exten-
siones de Q con grupo de Galois isomorfo a S, y A,. El problema sobre QQ, usualmente
conocido como el Problema Inverso de Galois clasico, ha sido fuente de profundo estudio
por varias décadas y testigo de importantes resultados; entre los cuales se destaca la
realizacién de todos los grupos resolubles por Igor Shafarevich en [5] y la realizacién del
Monster Group y otros grupos esporddicos por John Thompson en [6] por medio del
método de rigidez (ver, por ejemplo, [7] o [9]).

El problema més general también ha sido, por supuesto, fuente de estudio; y una de
las dreas més cldsicas al respecto es el problema sobre C(z), el campo de funciones
racionales sobre los nimeros complejos. En este contexto, las principales herramientas
son las desarrolladas originalmente por Bernhard Riemann en su tesis doctoral [2] y su
posterior articulo [3]. En estas, Riemann desarrolla el concepto de superficie de Riemann
y muestra el hoy conocido como Teorema de Existencia de Riemann, que asegura la
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existencia de “suficientes” funciones meromorfas en una superficie de Riemann compacta.
Este Teorema puede ser convertido a una condicién de existencia de espacios cubrientes
ramificados finitos de Galois de P(lc, que a su vez son, en algin sentido, equivalentes a
las extensiones de campos finitas de Galois de C(z). Esta equivalencia es cldsicamente
desarrollada a través de la teoria de espacios de Hilbert y de la cohomologia (ver, por
ejemplo, [8] o [9]); y permite mostrar que todo grupo finito es realizable como grupo
de Galois sobre C(x). Esto revela una profunda conexién entre el andlisis, la teorfa de
grupos y la topologia algebraica.

En el capitulo 1 fijamos notaciones basicas y presentamos los preliminares de analisis,
topologia, superficies de Riemann, topologia algebraica y teoria de Galois que son necesa-
rios para comprender la demostracién del Teorema de Existencia de Riemann (Teorema
2.1.16), que demostramos en completitud en la seccién 2.1. Dedicamos la seccién 2.2 al
estudio de los cubrimientos ramificados de IP’(%:, culminando con una versién topoldgica
del Teorema de Existencia de Riemann (Teorema 2.2.13). La seccién 2.3 trata las ex-
tensiones de campos de k(x) y luego especializa propiedades de estos al caso k = C. A
continuacién, la seccién 2.4 trata la conexion entre espacios cubrientes y extensiones de
campos, y utilizamos su equivalencia para mostrar una versién algebraica del Teorema de
Existencia Riemann (Teorema 2.4.12), del cuél sigue la realizacién de los grupos finitos
sobre C(x). Finalmente, el capitulo 3 contiene una pequeia introduccién a la aplicacién
de los resultados que hemos obtenido en el capitulo 2 al estudio del Problema Inverso
de Galois Clésico, comenzando por el Método de Rigidez en la secciéon 3.1 y terminando
por el Teorema de Irreducibilidad de Hilbert en la seccion 3.2. Este capitulo tiene la
meta principal de tentar al lector a continuar leyendo sobre el tema, por lo que omitimos
algunos detalles en la presentacién para simplificarla y los reemplazamos por referencias
completas a los resultados.

Sofia Pérez Garbayo 2020



1 Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial normado (X, |- |) se dice de Banach si este es
completo con respecto a la métrica inducida por su norma.

Teorema 1.1.2. [11, Teorema 11.1] Sean X,Y espacios de Banach. Si f : X = Y es
una funcion lineal, continua y biyectiva, entonces f~1 es lineal y continua.

Definicién 1.1.3. Un espacio vectorial equipado de un producto interno (,) se dice
de Hilbert si es completo con respecto a la métrica inducida por el producto interno.
(equivalentemente, si es de Banach con respecto a la norma inducida por el producto
interno).

Definicién 1.1.4. Sea D C C abierto. El espacio vectorial L?(D) es el cociente del
espacio de todas las funciones holomorfas f : D — C que cumplen |f|? := [, |f]? < o0
bajo la relacién de equivalencia f ~ g cuando |f — g| = 0; equipado con el producto

interno (f,g) = [, f3-

Proposicién 1.1.5. [9, Proposicién 6.14] L?(D) es un espacio de Hilbert.

1.2. Topologia y Medida

Definicion 1.2.1. Un subconjunto S de un espacio topolégico es relativamente com-
pacto si su clausura es compacta.

Teorema 1.2.2. [10, Teorema 7.26] Sea V' C R"™ abierto, f : R™ — [0, 00] una funcion
medible y T : V. — R™ una funcion diferenciable e inyectiva. Se tiene:

/T(V)f - /V<foT>JT|,

donde Jr es el jacobiano de T.
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Proposicién 1.2.3. [16, Lema 2.13] La funcion

o) = {ealv para x > 0

0 para x < 0

es una funcion diferenciable R — R que es 0 si y sdlo si x < 0.

Corolario 1.2.4. [16, Lemas 2.14 y 2.15] Sean r, R dos niimeros reales con 0 < r < R.
La funcion
f(R—|z)
x(x) =
J(R—lz|)+ f(lz] =)

es una funcion diferenciable R™ — R que es 0 si x| > R y 1 si |x| <.

Teorema 1.2.5. [14, Teorema 1.6.23] Si X es un espacio topoldgico sequndo contable,
entonces X es compacto si y solo si X es secuencialmente compacto.

Definicién 1.2.6. Sean Y una superficie suave, I un conjunto finito y {X;},c; una
familia de abiertos con Y = (J,c; Xi. Una particién de la unidad (x;);c; asociada
a {X;}ier es una coleccién de funciones y; : ¥ — R diferenciables y no negativas que

cumplen que cada x; se anula en un abierto X; con Y = X; U X;, y que >, xi = 1.

1.3. Analisis Complejo y Superficies de Riemann

Denotaremos por D(a,r) := {z € C: |z —a| < r} al disco centrado en a de radio r.
Ademsds, durante esta seccién, denotaremos por 2 C C a un subconjunto abierto del
plano complejo.

Lema 1.3.1. [9, Lema 6.12] Sea D = D(a,r), y f € L*(D) con expansién de Taylor
[(z) =302 gen(z—a)™. Si f se extiende a una funcién holomorfa en D(a, ') conr’ > r,

se tiene
oo

1= lealmr® 2 (n + 1)~

n=0
Definicion 1.3.2. Sea f : Q0 — C una funcién. La derivada conjugada de f, cuando

esta existe, es la funcion
ai 1 <6f n 8]”)

9z 2\az oy

Proposicién 1.3.3. [10, Teorema 11.2] Sea f : Q — C diferenciable en U. Entonces, f
es holomorfa en U si y solo si % =0.

Sofia Pérez Garbayo 2020
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Teorema 1.3.4. [13, Teorema 4.3.1.7] Sea a € Q, con Q C C abierto, y f: Q\ {a} - C
holomorfa. Entonces, existe g holomorfa en Q con f(z) = g(z) en Q\ {a} si y sdlo si

(z—a)f(z) 229 0.

Corolario 1.3.5. Sean @@ C Q finito, con Q C C abierto, y f : Q@ — C una funcion
continua en 0 y holomorfa en Q\ Q. Entonces, f es holomorfa en ).

Teorema 1.3.6. [18, Teorema 3.11] Sea F(z,w) : C*> — C una funcién holomorfa en
ambas variables en una vecindad de (zp,wp) que cumple que F(zp,wp) =0 y

87}7‘(20,11}0) 75 0.

ow
Entonces, existen vecindades U,V de zg y wg respectivamente de modo que la ecuacion
F(z,w) =0 tiene una unica solucion w = w(z) en V para cualquier z € U. Ademds, la
funcidn w = w(z) es holomorfa en U y w(zp) = wy.

Corolario 1.3.7. Sea F(z,w) € Clz,w] de grado n > 1 en w, y ¢ € C de modo
que F(co,w) € Clw] es separable de grado n. Entonces, existen funciones holomorfas
V1, ..., U, en una vecindad abierta U de cg de modo que para cada ¢ € U el polinomio
F(c,w) tiene n raices distintas ¥1(c), ..., ¥n(c).

Demostracién. Por la separabilidad de F(co, w), g—i(co,%) # 0 para cada rafz v; de

F(cp,w). Por lo tanto, por el Teorema 1.3.6, existe una funcién holomorfa 1; definida
alrededor de ¢ con ¥(cy) = ~; de modo que F(c,d) = 0 si y sélo si d = 1;(c) para
una vecindad suficientemente pequena de (¢, ;). Las funciones v; son las funciones que
queremos. O

Lema 1.3.8. Sea ¢ : D(0,1) — C una funcion diferenciable con soporte compacto.
Entonces, existe una funcidn diferenciable v en D(0,1) con

o _
9z *

Demostracion. Podemos extender ¢ a una funcién diferenciable en C que es 0 fuera de
D(0,1). Asf 9 estd dada por

1 2 2 ) )
P(z) = —f/ / o(z +re)e P drdo
m™Jo 0

y es rutina chequear que ¢ cumple lo que queremos (se puede encontrar un desarrollo
completo en [25, Lema 1.2]). O

Sofia Pérez Garbayo 2020
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Corolario 1.3.9. Para cada funcién diferenciable ¢ : D(0,1) — C existe una funcién
Y diferenciable y acotada en D(0,7) para 0 <r < 1, con

o _
9z *

Demostracion. Sea D(0,r") otro disco alrededor de cero, con D(0,7) C D(0,7") €

=

D(0,1). Por la Proposicién 1.2.3 existe una funcién x diferenciable que es idénticamente
1 en D(0,7) y 0 fuera de D(0,7"). Asi, la funcién ¢’ = px cumple con las hipStesis del

Lema 1.3.8, y por tanto existe ¢ con % = ¢'. La funcidén 9 es acotada en D(0,7) y su
restriccién a D(0,r) cumple lo que queremos. O

Definicion 1.3.10. Una superficie de Riemann Y es un espacio topolégico de Haus-
dorff segundo contable que admite un cubrimiento abierto {W,} de modo que cada W,
admite un homeomorfismo z, : W, — V,, C C, donde V, es abierto; y tal que z, o zgl
es holomorfa en V, N Vg para cada «, 8 con V, NV # (. Los pares (Wy, 2o) se llaman
cartas de Y, y el conjunto de todas las cartas se llama un atlas de Y.

Definicién 1.3.11. Sean X, Y superficies de Riemann con atlas {(Wa, z4)}, {(W3, 23)}
respectivamente. Una funcién f: X — Y es holomorfa si z3 o f o 2! es holomorfa en
su dominio de definicién para cada «, 3.

Definiciéon 1.3.12. Sea X una superficie de Riemann. Una funcién meromorfa en X
es una funcién X — PL holomorfa que no es idénticamente oo. Denotamos por M (X)
el campo de todas las funciones meromorfas en X.

Proposicién 1.3.13. [9, Ejemplo 5.3] Si z es la funcidn identidad en PL, M(PL) =
C(z), el campo de funciones racionales en z.

Definiciéon 1.3.14. El grupo de automorfismos de una superficie de Riemann X,
denotado Aut(X), es el grupo de todas las funciones f : X — X que son biyectivas,
holomorfas y con inversa holomorfa.

Lema 1.3.15. [9, Lema 5.5] Sea D C C abierto y conexo, po € D y Dy = D\ {po}. Ve-
mos M(D) como subcampo de M(Dy) (via restriccion). Asi, M(D) es algebraicamente
cerrado en M(Dy).

Proposicién 1.3.16. [12, Definicién 1.27] Sea f : X — Y wuna funcidn holomorfa no
constante entre superficies de Riemann. Para cada p € X, existe una carta local centrada
en p de forma que f se expresa en la forma z — z*» en estas coordenadas. Este nimero
entero ky es invariante bajo cambio de cartas (solo depende de p).

Sofia Pérez Garbayo 2020
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Definicion 1.3.17. Sea f : X — Y una funcién holomorfa no constante entre superficies
de Riemann. El nimero entero k, de la Proposicién 1.3.16 se denomina indice de
ramificacion de f en p.

Proposicién 1.3.18. [12, Proposicién 4.8] Sea f : X — Y wuna funcién holomorfa no
constante entre superficies de Riemann compactas. El numero

a(f) == > k

pef~1(y)

no depende de y € Y y se llama el grado de f.

Definicion 1.3.19. Sea X una superficie de Riemann compacta.

1. Una triangulacién de X es una descomposicién de X en subconjuntos cerrados,
cada uno homeomorfo a un tridngulo, de modo que cualquier par de tridngulos son
disjuntos, se intersectan en un unico vértice o se intersectan en un tnico lado.

2. Dada una triangulacién de X con V vértices, E aristas y T tridngulos, el nimero
de Euler de X con respecto a esta triangulacién es x(X) =V —E+T.

Teorema 1.3.20. [26, Teorema 1] Toda superficie de Riemann compacta admite una
triangulacion.

Proposicién 1.3.21. [12, Proposicién 4.15] El nimero de Euler de una superficie de
Riemann compacta no depende de la triangulacion escogida.

Definicion 1.3.22. El género de una superficie de Riemann compacta X es el nimero

Intuitivamente, el género de X es la cantidad de agujeros que tiene; en el sentido en el
que una esfera no tiene ninguno, un toro tiene exactamente uno, etcétera.

Teorema 1.3.23. [12, Teorema 4.16] Sea f : X — Y wuna funcidn holomorfa no cons-
tante entre superficies de Riemann compactas. Se tiene:

29(X) —2=d(29(Y) - 2)+ > _(k,—1),
peX

donde d es el grado de f.

Sofia Pérez Garbayo 2020
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1.4. Topologia Algebraica

Definicién 1.4.1. Sea X un espacio topoldgico e I = [0,1] C R. Una funcién continua
f:1 — X es un camino. Ademds, f es un camino cerrado en p € X o un lazo en

p€ Xsi f(0)=f(1) =p.

Definicion 1.4.2. Sea X un espacio topolégico. Fijado p € X, dos lazos f : [ — X,
g: 1 — X en p se dicen homotdépicos si existe una funcién H : I x I — X continua
con H(0,t) = f(t), H(1,t) = g(t) y H(¢t,0) = p = H(t,1) para cada ¢ en I.

Lema 1.4.3. [17, Lema 51.1] La homotopia de lazos es una relacidn de equivalencia.
Definiciéon 1.4.4. Sea X un espacio topolégico. El grupo fundamental de X en p,
m1(X, p), es el grupo de clases de homotopia de lazos basados en p

[v] = {n : n es un lazo en p homotdpico a v}
con la operacién [a] - [8] = [« - 8] ¥y

(a-B)(t) = {a(2f) para 0 <t < 1

L :
(2t —1) para 5 <t<1

Proposicién 1.4.5. [13, Seccién 8.1.6] SiD={z€C:0< |z| <1} yp €D, entonces
m1(D,p) ~ Z. Ademds, w1 (D, p) estd generado por la clase del lazo v(t) = rexp(2mwit),
con 0 <r <1.

Definicion 1.4.6. Sean X,Y espacios topoldgicos. Una funcién f : X — Y continua
es un espacio cubriente (o un cubrimiento) si para cada y € Y existe una vecindad
abierta V de y tal que f~!(V) es unién de abiertos disjuntos Uy, y f|u., : Us — V es un
homeomorfismo para cada «. Los abiertos V' se llaman abiertos fundamentales del
espacio cubriente.

Definicion 1.4.7. Sea f : X — Y un espacio cubriente:
(a) Una fibra de f es un conjunto f~!(p), con p € Y.

(b) El grado de f es la cardinalidad de cualquier fibra f~1(p).

Observacion 1.4.8. SiY es conexo y tiene al menos una fibra finita, entonces todas las
fibras tienen la misma cardinalidad. Esto es porque, alrededor de cada p € Y, la funcién

Y =Z, p—I|fp)

es localmente constante por la definicién de espacio cubriente. Por tanto, el grado esta
bien definido.

Sofia Pérez Garbayo 2020
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Definicion 1.4.9. Sea f : X — Y un espacio cubriente, y v : I — Y un camino. Un
levantamiento de 7 es una funcién 4 : I — X que hace conmutar el siguiente diagrama:

.

IﬁY.

Lema 1.4.10. [17, Lema 54.1] Sean f : X — Y un espacio cubriente, x € X ey €Y con
f(z) = y. Entonces, todo camino v : I —Y con v(0) = y tiene un tnico levantamiento
7 con 4(0) = x. Ademds, caminos homotdpicos tienen levantamientos homotdpicos.

Corolario 1.4.11. [9, Corolario 4.13] Sea f : X — Y un cubrimiento y Y conexo por
caminos. Sea X1 una componente conexa de X. Entonces, f se restringe a un cubri-
miento X1 — Y. Si f~Y(p) C X1 para algin p € Y, entonces X = X1 es conexo por
caminos.

Lema 1.4.12. [12, Lema 4.4] Sea f : X — Y un espacio cubriente de grado finito con
Y conexo por caminos y p € Y. El grupo fundamental (Y, p) actia sobre f~1(p) de
la siguiente forma: [y] envia ay a a1 donde ay es el punto final del dnico levantamiento
de [v] con punto inicial ay (que existe y es unico por el Lema 1.4.10). Esta accion es
transitiva si y solo si X es conexo por caminos. Denotamos esta accion por b +— b0l

Corolario 1.4.13. [9, Corolario 4.14] Sean f; : X; — Y cubrimientos para i = 1,2; con

X, conezo por caminos. Sea b; € X; con f1(b1) = fa(b2) =: p. Supongamos que para cada

[v] € m1(Y,p) tenemos b[lﬂ = by siy sdlo si b[;] = by. Entonces, existe un homeomorfismo

a: X1 = Xo con fooa=f1 ya(b) = bs.
Definicion 1.4.14.

(a) Dos espacios cubrientes f : X — Y y f : X’ = Y se dicen equivalentes si existe
un homeomorfismo o : X — X’ con fa = f.

(b) Un automorfismo del cubrimiento f : X — Y es un homeomorfismo o : X — X
con foa = f. Estos automorfismos forman un grupo denotado por Deck(f).

(c) Dado f: X — Y espacio cubriente y p € Y, el conjunto f~!(p) es una fibra de Y.

Es claro que el grupo Deck(f) actia sobre cada fibra. Un automorfismo de R se puede
ver como un homeomeorfismo que hace conmutar el diagrama:

Sofia Pérez Garbayo 2020
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Lema 1.4.15. Sea f: X — Y un espacio cubriente:

(a) Sean p,q € Y y v un camino en'Y con punto inicial p y punto final q. Para cada
be f~p), b7 denotard el punto final del levantamiento 7 de vy con punto inicial b.
Entonces, b — bY es una biyeccion entre f~1(p) y f~1(q). Ademds, esta biyeccion
conmuta con la accion de Deck(f).

(b) La accion de Deck(f) en f=1(p) conmuta con la de 71(Y,p).

(c) Sea o € Deck(f). Si X es conexo por caminos y « fija un punto b € X entonces
a = id.

(d) Si X es conexo por caminos y G < Deck(f) actda transitivamente en alguna fibra,

entonces G = Deck(f).

Demostracion.

(a) La funcién f~1(q) — f~1(p), b — b7~ es inversa de b b7, donde y~(t) es el ca-
mino v(1—t). Ademés, notemos que para un camino v entre p y g con levantamiento
4y un « € Deck(f), ao4 es el tnico levantamiento de v con punto inicial a(p) (es
unico por el Lema 1.4.10).

(b) Es (a) con p = ¢, notando que la eleccién de un camino dentro de su clase de
homotopia es irrelevante (también por el Lema 1.4.10).

(c) Sea bt/ € X y 4/ un camino en X de b a b'. Sea v = f o+’ un camino en Y de f(b)
a f(V'). Asi, 7' es el levantamiento de v con punto inicial b'. Si a(b) = b tenemos
ad) =a(b?) =ab)? =b’ =V y por tanto a = id.

(d) Sea b € f~!(p). Para cada o € Deck(f), existe 3 € G con B(a(b)) = b. Luego,
Ba = id por (c), as{ que « € G. O]

Observacién 1.4.16. Notamos que si Deck( f) actia transitivamente en una fibra, actia
transitivamente en todas. Ademaés, si X,Y son superficies de Riemann compactas y f es
holomorfa, el grado de f como espacio cubriente coincide con el grado de f como funcién
holomorfa.
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1.5. Teoria de Galois

Lema 1.5.1. [22, Lema 1.2.2] Sea A un dominio de factorizacion unica, y K su campo
de fracciones. Si f € Alz] es irreducible, entonces f € K|x] también.

Definicion 1.5.2.

1. Una extensién de campos es una inclusion de campos ¢ : K — L, que denotamos
por L/K.

2. El grado [L : K] de una extensién L/K es la dimensién de L visto como espacio
K-vectorial.

3. Una extensién de campos L/K es finita si [L : K| < oco.

Definicién 1.5.3. Sea L/K una extensién de campos.

» El polinomio minimal (si existe) de o € L sobre K es el tnico polinomio ménico
irreducible en K[z] que se anula en a. En este caso, a se dice algebraico sobre
K. Si este polinomio no existe, « se dice trascendental sobre K.

» L/K es algebraica si cada « € L es algebraico sobre K.

» Un conjunto {ti,...,t,} de elementos de L se dice algebraicamente indepen-
diente sobre K si no existe un polinomio no constante P € K|x1, ..., 2,] de modo
que P(ty,....,t,) = 0.

» L/K se dice puramente trascendental si existe S C L algebraicamente inde-
pendiente sobre K de modo que K(S) = L.

Lema 1.5.4. Sea « algebraico sobre un campo K. Sea f(y) = > i, a;y’ un polinomio
sobre K de gradon > 0 con f(a) = 0. Entonces

n—1
9W) =y"+ > aap "y € Kyl
=0
es un polinomio mdnico de grado n con g(ayc) = 0. Claramente K (o) = K (apo).
Demostracion. Evidente. O

Definicién 1.5.5. Una extensién de campos L/K es normal si cada polinomio irredu-
cible f(z) € K[z] que tiene una raiz en L tiene todas sus raices en L.
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Definicién 1.5.6. Sea K un campo, f(z) € K[x]. Un campo de descomposicién
para f es un campo L O K que contiene todas las raices de f y es minimal con esta
propiedad.

Teorema 1.5.7. [19, Teorema 3.1.4] Sean K un campo, f € Kl[z] con deg(f) > 0.
Entonces, existe una extension L/K de modo que f tiene todas sus raices en L.

Corolario 1.5.8. Sea K un campo, f(x) € K|x]. Si a1, ..., son todas las raices de f
en algun campo L O K, entonces K(ay, ..., ay) es un campo de descomposicion para f.

Teorema 1.5.9. [19, Teorema 5.2.4] Sean K C L dos campos. Entonces, L es campo de
descomposicion de algin polinomio f € K[x] si y sélo si L/K es finita y normal.

Teorema 1.5.10. [19, Corolario 5.1.7] Sea K un campo. Si L1, Ly son dos campos de
descomposicion de f € K[z], existe un isomorfismo L1 ~ Lo que es la identidad en K.

Definicién 1.5.11. Sea K un campo. Un polinomio f € K|[z] es separable si no es
constante y todas sus raices son distintas en algin campo de descomposicién. Ademsds,
si L/K es una extensién de campos algebraica,

= a € L es separable si su polinomio minimal sobre K lo es.

s L/K es separable si cada o € L 1o es.

Definicién 1.5.12. Sea K un campo, f € K[x] ménico, L un campo de descomposicién
para f y u1, ..., Uy las raices de f en L. El discriminante D(f) de f es el nimero

D(f) = [T(wi = uy)*.

1<jJ

Proposicién 1.5.13. [19, Teorema 5.3.2] Sea K un campo, f € K[z] mdnico y no
constante. Son equivalentes:

1. f es separable.

2. D(f) 0.

Teorema 1.5.14. [19, Teorema 5.4.1] Sea L/K una extensidn finita y separable de un
campo K. Entonces existe vy € L, separable sobre K, tal que L = K(v).

Teorema 1.5.15. [19, Teorema 5.3.5] Toda extension algebraica de un campo de carac-
teristica 0 es separable.
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Corolario 1.5.16. Sea L/K una extension finita de un campo K de caracteristica 0.
Entonces, existe v € L tal que L = K(v).

Definicién 1.5.17. Sea L/K una extensién de campos. El Grupo de Galois de L
sobre K es el grupo con la composicién:

Gal(L/K) ={f € Aut(L) : f(k) = k para todo k € K}.
Definicién 1.5.18. Una extensién L/K es de Galois si es normal y separable.

Teorema 1.5.19. [19, Teorema 7.1.5] Sea L/ K una extension de campos finita. Se tiene:
(a) |Gal(L/K)| <[L: K].
(b) L/K es de Galois si y sdlo si |Gal(L/K)| = [L: K].

Definicién 1.5.20. Sea L un campo y sea H < Aut(L). El campo fijo de H es el
campo K = {k € L: f(k) = k para todo f € H}.

Lema 1.5.21. Sea L un campo y f(x,y) € L{z,y] separable como polinomio en y sobre
L(z). Entonces, el polinomio especializado f(b,y) € Lly] es separable para todo salvo
finitos b € L.

Demostracion. Por el Lema 1.5.4 podemos suponer que f es moénico como polinomio
en y. Su discriminante es D(z) € L[z], no nulo porque f es separable (en y) (por la
Proposicién 1.5.13). Para cada b € L, f(b,y) tiene discriminante D(b); y luego f(b,y) es
separable para todo b € L distinto de las raices de D(x). O

Teorema 1.5.22. [15, Teorema 14.1.5] (de Correspondencia de Galois) Sea L/K una
extension de Galois finita y G = Gal(L/K). La funcién

Hw— LH

es una biyeccion entre los subgrupos de G y los campos intermedios K C F C L, y su
funcidon inversa es
F — Gal(L/F).

Teorema 1.5.23. [15, Teorema 14.4.6] Sea G un grupo de orden n de automorfismos
de un campo K. Entonces, [K : K¢ =n

Corolario 1.5.24. [15, Corolario 14.4.7] Sea G un grupo finito de automorfismos de un
campo K. Entonces K/KG es una extension de Galois con grupo de Galois G.
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Demostracion. Cada elemento de G es un automorfismo de K, y por definicién fijan
K%, Por tanto, G < Gal(K/K%). Por el Teorema 1.5.19, |Gal(K/K%)| < [K : KY].
Ademss, [K : K9 = |G| < | Gal(K/K%)| por el Teorema anterior. De estos, sigue que
|Gal(K/K%)| = [K : K9 y que Gal(K/K%) = G. Concluimos, una vez més el Teorema
1.5.19, que K/K¢ es de Galois. O

Definicién 1.5.25. Sean L/K, L/F dos extensiones de campos. El compositum de
K y F es el mas chico subcampo de L que contiene K y F.

El Teorema 1.5.22 nos hace preguntarnos si, fijado un campo K y un grupo finito G,
Jexistird una extensién de Galois L/K con grupo de Galois Gal(L/K) ~ G? Este es el
Problema Inverso de Galois; que motiva la siguiente Definicion:

Definiciéon 1.5.26. Sea K un campo. Un grupo finito G se dice realizable sobre K
si existe una extensién de campos L/K finita y de Galois de modo que G = Gal(L/K).

En este documento, estudiaremos principalmente el problema inverso de Galois en el
caso K = C(x).
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2 El Teorema de Existencia de Riemann

A lo largo de este capitulo, estudiaremos los grupos realizables sobre C(x) a través del

Teorema de Existencia de Riemann; y mostraremos que, de hecho, todo grupo finito es
realizable sobre C(x).

2.1. Espacios de Hilbert sobre Superficies de Riemann

A lo largo de esta seccién, Y serd una superficie de Riemann, I un conjunto finito, y
{(W5, ;) }ier serén cartas coordenadas en Y (no necesariamente el atlas completo).

Definicién 2.1.1. Dado un conjunto abierto £ C W;, definimos el conjunto L?(FE, z;)
como el espacio de todas las funciones holomorfas f : E — C con f o z; ! € L?(z(E)).

Si equipamos L%(E, 2;) con el producto interno (f,g) = (f o zi_l,g o zl_l> (como en la
Definicién 1.1.4), es claro que tenemos un espacio de Hilbert isomorfo a L?(z;(E)) (por
la, Proposicién 1.1.5).

Lema 2.1.2. Sea E un conjunto abierto y relativamente compacto en W;NW;. Entonces,
existe k > 0 tal que para cada funcion holomorfa E — C se tiene:

—1 -1
|f © Zi |Z7,(E) S k|f © Zj |Zj(E)'
Por lo tanto, L*(E, z;) y L*(E, z;) coinciden como espacios topoldgicos, y los denotare-

mos por L*(E).

Demostracion. Sea D; = z;(E), y Dj = zj(E). Por el Teorema 1.2.2, se tiene:
fout = [ 1ros P = [ 1foz Pl
D; D;

donde J es el jacobiano de z; o zj_l. Como |J| es continuo en z;(W; N Wj), es acotado en
z;(E) = D;. Eligiendo k > 0 con |J| < k* en D;, sigue el Lema. O
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Definicién 2.1.3. Sea U = (U;);er una familia de abiertos U; C W; de modo que cada
U; es relativamente compacto en W;. Definimos los espacios de Hilbert

') =P riw) y Cc'uy= @ r’unu;)
icl (i,5)€I?

y denotamos los elementos de CO(U) y C*(U) como uplas (fi)icr v (fij)ijer respectiva-
mente.

Esto nos permitira definir un espacio de Hilbert sobre “toda la superficie Y”, y nos servird
méds adelante para realizar un proceso de pegado de funciones definidas sélo sobre una
carta.

Definicion 2.1.4. Fijamos indices i, j, k € I y consideramos la funcién
@ik CHU) — L*(U;NU; N Uy)

(fop) = (fij = fir — fxj)

que es lineal y continua por ser composicién de proyecciones y restricciones. El subespacio

Z1(U) C C1(U) es la interseccién de los nticleos Ker(y; ;1) al variar de i, j,k € I, y sus

elementos se llaman cociclos. Estos son exactamente las uplas (f,,) con fi; = fir + fij
para todo i, j, k € I; esta relacion se llama la relacién del cociclo.

U;NU;NU »

Definicién 2.1.5. La funcién
9:C'U) — ZYU)
(gu) = (fij) = ((gj — 91)

se llama la funcién de cofrontera y estd bien definida porque los f;; cumplen la relacién
del cociclo.

UWUJ‘)

Proposicién 2.1.6. La funcion 0 es lineal y continua.

Demostracion. La linealidad es clara. Para la continuidad, notemos que la funcién
COU) — LU NU;)
(9i) = (95 — 9i)

es continua; no es mas que composicién de proyecciones. Asi, la funcién inducida
C'(U) — CHU) lo es y por tanto también su restriccién a Z1(U), que es 0. O

UiﬂUj

Proposicién 2.1.7. Supongamos que D(0,1) = J,c; Xi, con X; abiertos, que existe
una particion de la unidad (x;)ier asociada a {X;}ier y que para cada i,j € I ezisten
funciones holomorfas f;; en X; N X; que satisfacen la relacion del cociclo. Denotamos
X! =X;ND(0,r), para algin radio 0 < r < 1. Si cada f;; estd en L2(X£HX;), entonces
existen funciones g; € L*(X!) con fij = gi — gj en X/ N X’ para cada i, j € I.

1

Sofia Pérez Garbayo 2020



2 El Teorema de Existencia de Riemann 20

Demostracion. Extendemos por 0 cada f;; a una funcién en D(0,1). Luego, la funcién
Xk fik es diferenciable en X;: en efecto, con la notacién de la Definicion 1.2.6, X; es la
unién de los abiertos (X; N Xk) y (Xi N X); v xkfir es diferenciable en ambos. Asi,
Vi = Y per Xkfik es una funcién diferenciable en X;, y [y [¢i]* < co. En X; N X, se
tiene: !

bi ==Y xulfie = fir) = Y xufii = fig ) xi = fij-

kel kel kel

Ahora, como f;; es holomorfa en X;N X}, 0f;;/0Z = 0 (por la Proposicién 1.3.3), se tiene
que 0v¢;/0Z = 0v;/0%Z en X; N X;. Asi, podemos definir una funcién ¢ en todo D(0,1)
con ¢ = 9);/0z. Por el Corolario 1.3.9, existe una funcién diferenciable y acotada 1 en
algin disco D(0,r) (para algin radio r < 1) con ¢ = 9v¢/9z en D(0,r).
Como 1); es de cuadrado integrable, también lo serd g; := 1; — ¢. Ademds, dg;/0zZ =
O;/0z — Y /0Z = 0 en X/, y por tanto g; es holomorfa en X/. Finalmente,

9i — g5 = i —¥; = fij en X; N X},

que es lo que queriamos. O

Observacién 2.1.8. Supongamos que Y es una superficie de Riemann compacta. Fi-
jamos ag € Y, y tomamos una carta (W, z,) para cada « € Y. Podemos asumir que
ag ¢ Wy, para « # ag porque Y es Hausdorff. Por la compacidad de Y, s6lo necesitamos
finitas cartas para cubrir todo; asi que las denotamos por (W, z;) con i € I = {0, ..., s},
donde Wy := Wy,. También podemos suponer que z;(W;) = D(0,1). De aqui, notamos
que existe 0 < r < 1 tal que los U; = {a € W; : |zi(a)| < r} siguen cubriendo Y. En
efecto, Y es la unién de los abiertos Yy, = J;c;{a € Wi : |zi(a)] < 1—1}. Como Y es
compacto, Y = Yy para algin N.

Ponemos U = (U;);e; como en la Observacién 2.1.8. Con esta notacién, queremos probar:
Teorema 2.1.9. El cokernel de 0 : CO(U) — Z'(U) tiene dimension finita.

Seguiremos con esta notacién por el resto de la seccién. Necesitaremos algunos resultados
extra para mostrar esto.

Observacién 2.1.10. Notemos que podemos elegir 7’ de modo que r < 7’ < 1, y denotar
Vi={a € W; : |zi(a)] < r'}. Asi, U;,V; y W; son abiertos de Y con U; C V; C W; y
Y = UiE ; Ui. Ademas, cada U; es relativamente compacto en Vj; y asimismo V; lo es en
W;. Ponemos V = (V;);c;. Tenemos el diagrama conmutativo

CHV) —— LA(V;NV; N V)

! |

CYU) —— L*(U;NU; NU),
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donde las flechas horizontales son las funciones ¢; ;1 de la Definicién 2.1.4 y las flechas
verticales son restricciones. La linealidad y continuidad de estas funciones induce una
funcién lineal y continua
Z'WV) = Z'U)
(9i5) + (93

UiﬂU]' )7

que denotaremos por 6 — 0y v que estudiaremos a continuacién.
Lema 2.1.11. Eziste una particion de la unidad en'Y asociada a U = {U; }ie;.

Demostracién. Como en la Observacién 2.1.8, podemos elegir 0 < r” < r de modo que
los U" = {a € U; : |z(a)] < 7"} sigan cubriendo Y. Si ponemos C; := Y \ u’”, c;
es abierto y C; UU; =Y. Por la Proposicién 1.2.3, existen funciones x/; diferenciables
en U; que se anulan exactamente en U; \ U_Z-” ; y por tanto se pueden extender por 0 a
una funcién diferenciable en Y. Como los U’ cubren Y, x = >~ ; x; es estrictamente

positiva, y luego x; = % son una particién de la unidad asociada a U;. O

Proposicién 2.1.12. Para cada & € ZY(U) existen § € Z1(V) yn en CO(U) con

& =0lu+on.

Demostracion. Sea & = (fi;) € Z*(U). Para un a € I fijo, {U; N W,} es una cubierta
abierta de W, y existe una particién de la unidad asociada a ella (la restriccién a W, de
la particién del Lema 2.1.11). Como z4(Wes) = D(0,1) y 24(Va) = D(0,r) (para algin
0 < r < 1), la Proposicién 2.1.7 nos garantiza que existen go; en L?(U; N Vy, 24) con

fij = Yai — Jaj
en U; NU; N V,. Si hacemos variar ¢, tenemos que en U; NU; NV, N Ve
9ai — 9aj = fij = 9pi — 98j>

y por tanto ga; — ggi = gaj — 9gp;- Esto muestra que esta expresién no depende de i, j; y
por tanto existe F,,g holomorfa en V;, N V3 con

Fop = goi — gpi

en U; NV, N Vg. Como gas, gss son de cuadrado integrable en U; NV, N Vg, también lo
serd Fnpg; y luego Fog € L*(V, N Vp) (porque podemos cubrir V, N Vs con los finitos
Ui NV, NVg). Es més, de la Definicién de F,g, estas satisfacen la relacién del cociclo,
asi que (F,p) =60 € Z1(V).
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Ahora; denotamos hy = gaa € L2(Uy NVa) = L?(U,), y n = (ha) € C°U). De la
Definicién de f;; y Fog, tenemos que

focﬁ:gﬂoc_gﬂﬁ y Faﬁzgﬂa_gaaenUamUﬂ

y por lo tanto, en U, N Upg

Faﬁ_fa[)’:gﬁﬁ_gaa:hﬁ_hm

es decir, que Oy — & = In. O]

Denotaremos por | - [y la norma en Z1(U) y en CO(U); y por | - |y la norma en Z1(V)
y en C°(V). Ademds, cuando hagamos referencia a la norma en Z!(U) de la imagen
por restriccién de un elemento ¢, escribiremos |¢|,, en vez de |¢ |/ |, para simplificar la
notacioén.

Corolario 2.1.13. Eziste C > 0 con la siguiente propiedad: Para cada ¢ € Z'(U)
existen 0 € ZY(V) yn en COU) con &€ =0y +0n y

max([0ly, [nf) < ClEu-

Demostracion. Sea Ho = Z1(V) @ C°(U). La funcién

o : Hy — Zl(u)
(0,n) = Oy +On

es lineal y continua por la Observacién 2.1.10 y la Proposicién 2.1.6. Ademés, es sobre-
yectiva por la Proposicién 2.1.12. Si ponemos H = (Ker(mp))*, la restriccién de mg a H
es una biyeccién lineal continua. Por el Teorema 1.1.2, 7y ! es continua, y por tanto existe
C > 0 con |7y 1 (€)| < C|€¢|y para todo € € Z'(U). Finalmente, poniendo 75 ' (€) = (6,7),

se tiene que |1y (€)| = 1012, + |nl?, = méx(|0]y, [nlu). m

Lema 2.1.14. Sean D,D’ abiertos y A compacto con D' C A C D C C. Para cada
e > 0, ewiste un subespacio cerrado M C L*(D) de codimension finita de modo que
|flpr <elflp para toda f € M.

Demostracién. Elegimos r’ > 0 de modo que D(a,r") C D paratodoa € A. Sea 0 <1 <
r’. Como A es compacto, existen aq,...,a; € A de modo que A C U‘;:l D(aj, 5). Dado
g > 0, elegimos m € N con 27272 < £2. Sea M el conjunto de todas las f € L?(D)
que tienen un cero de orden al menos m en cada a;. Entonces, M es la interseccién de
los nicleos de las funciones lineales continuas L?(D) — C, f — 9*f(a;), donde O f es
la derivada p-ésima de f, al variar de y =0,...,m —1y j =1,...;s. Cada uno de estos
niicleos es un subespacio cerrado de L?(D) y, por el primer Teorema de isomorfismo, de
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codimensién < 1. Asi, M también es cerrado y de codimensién finita. Por el Lema 1.3.1,
para f € M se tiene:

o0 oo
Flbagr = D dngt™ 2y e,y = D dngr® 227207

n=m n=m

para algunos coeficientes reales no negativos dy;. Asi,
2 —2m—2| ¢|2 —2m—2 ¢|2
a2 < 277"y <277 If D

Ademds, como D' C A C |Ji_, D(aj,7/2), tenemos que

S
1 <D U by < 272" 21D < el f1.
j=1

Ahora, estamos en condiciones de mostrar lo que queriamos.

Demostracion del Teorema 2.1.9. Sea C' la constante del Corolario 2.1.13, y ponemos
e = (20)7!. Como U; es relativamente compacto en V; para cada i, j, lo es también
U;NU; en V;NV; para cada i, j. Luego, por el Lema 2.1.14, existe un subespacio cerrado
M;; de L2(V;n Vj,z;) de codimensién finita de modo que para cada g € M;; se tiene
lg o Z;1|zi(UmUj) <e¢lgo Z;1|Zi(v;’r“/j)' Sea M’ la suma directa de todos los subespacios
M;;, que es un subespacio cerrado de C1(V) de codimensién finita; y M = M' N Z1(V),
que también es un subespacio cerrado de Z!(V) de codimensién finita. Asi, para cada
v = (gij) € M se tiene

iy = > lgi oZi—1|i(UiﬂUj)

i,j€1
—1
< [ elgi oz v
igel
< €|V|y.

Ponemos F' = M. Definimos 7y : Z'(V) — M y 7p : ZY(V) — F las proyecciones
asociadas a cada subespacio. Ahora, fijamos ¢ € Z'(U). Construimos sucesiones (£,),
(pn), (nn) como sigue: Definimos & = &. Dado &,, lo escribimos en la forma &, =
Ol + Oy, como en el Corolario 2.1.13. Esto define , y ¢, = 7p(6,,). Ademés, definimos
En+1 = T (0n) |y Estas sucesiones satisfacen

&n = Ent1 + Pulu + Oy (2.1.1)
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También por el Corolario 2.1.13, max(|0, |y, |nnlu) < Clénlu. Asi,

&l < |mar(0n)],,
< elmm (0n)lv
< glbnly
< Celénlu

1
= §|fn|b{7

y por lo tanto |£,| < 27" F ¢y, con ¢ = |€|y. Por lo tanto, méax (|0, |y, [7aly) < 27" Cey,
y también |@,]y < 271 Cc;. Sumando en la ecuacién 2.1.1 para n = 1,..., N, tenemos

que
N N
§1=Env1+ (thn |u> +0 (Z%) :
n=1 n=1

De las cotas que hemos conseguido en la parte anterior, estas sumas parciales forman
series de Cauchy, y por lo tanto convergen a ¢ € F y n € C°(U) respectivamente.
Ademas, como lim &xy1 = 0, tenemos que

£ = ly +on.

Como € era arbitrario y ¢ estd en el espacio F' que es finito dimensional, tenemos lo que
queriamos. O

Este Teorema nos permitird “pegar” funciones que son localmente meromorfas en cada
una de las cartas de Y'; pero no necesariamente en toda la superficie.

Corolario 2.1.15. Sea Y una superficie de Riemann compacta y ag € Y. Exziste una
funcién meromorfa en'Y que tiene un polo en ag y es holomorfa en Y \ {ao}.

Demostracion. Sea (W, z) una carta de Y con ag € Wy y z(ag) = 0. Para v € N,
definimos &, = (fi(;’)) de modo que fi(;’) =0 cuando ,j # 0, fég):o y

fé;’) = - J%’) =z"enUyNUj.

La funcién 27" estd bien definida en Wy N W porque 2z es biyectiva y ag ¢ W; para
j # 0. Ademds, es continua, y por tanto es acotada en Uy N U; (que es relativamente
compacto). Asi, cada f;; es de cuadrado integrable en U; N U;. Ademads, las funciones
fi; satisfacen la relacién del cociclo, por lo que hemos definido &, € Z L(U) para cada
v € N. Por el Teorema 2.1.9, &, son linealmente dependientes modulo la imagen de 0.
Asi, existen cy, ..., ¢, € C, no todos cero, con

Z c,€, = On, para algin n € CO(U).

v=1
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Escribimos 1 = (h;);er. Definimos la funcién f : Y \ {ag} — C por

fu) hj(u) para u € Uj,j # 0
u) =
ho(w)+ >0 _ ¢,z  para u € Up.

Observamos que f estd bien definida puesto que en U; N U; se tiene:

h'—hi:a’r]:Zcuf,({j): 0 para i,j # 0
’ — Y S ez ?  parai=0,j#0,

y por tanto f(u) vale lo mismo al pensarlo como elemento de U; como de U;. La funcién
f es claramente holomorfa fuera de ag, y tiene un polo en ag porque los ¢, no son todos
cero. O

Teorema 2.1.16. (de Existencia de Riemann: Version Analitica) Sea Y una superficie
de Riemann compacta. Para cualesquiera ay, ...,a, puntos distintos en Y y nimeros
complejos ci, ..., ¢, existe una funcion meromorfa en'Y con f(a;) = ¢; para cada .

Demostracion. Sean aj, ..., a, puntos distintos de Y, y c1,...,¢, € C. Por el Corolario
2.1.15, existe una funcién meromorfa f*) en Y que tiene un polo en a; y es holomorfa
en Y \ {a;} para cada i = 1, ..., n. Definimos funciones meromorfas

g(ij) _ ‘f(i) —'f(i)(aj)
O — fO(az) + di

para i,j = 1,...,n e i # j; con d;; constantes de modo que el denominador de g(ij)(ak)
no se anule para ningtn k = 1, ...,n. Notemos que ¢ (a;) = 1y g% (a;) = 0. Asi, las

funciones
n® = T[4
J#i
satisfacen h()(ag) = 0. Asi, f = 327, ¢;h® cumple que f(a;) = c;. O

2.2. Espacios Cubrientes de Galois

El objetivo de esta seccién sera estudiar los cubrimientos ramificados de PL; estos objetos
seran utiles para traducir el Teorema de Existencia de Riemann en una forma algebraica
que utilizaremos durante las proximas secciones.

Definicién 2.2.1. Un espacio cubriente f : R — S es de Galois si R (y por tanto S)
es conexo por caminos y Deck(f) actia transitivamente en las fibras de S. Es finito si
su grado lo es.
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Proposicién 2.2.2. Sea f: R — S un cubrimiento de Galois, y sea H = Deck(f).

(a) El grado n de f es igual al orden de H. Ademds, para cada U contenido en algin
abierto fundamental de S el conjunto f~1(U) tiene n componentes, que son permu-
tados transitivamente por H.

(b) Sean b € R, p= f(b). Existe un homomorfismo sobreyectivo
Oy, : m1(S,p) = H = Deck(f)

de modo que ®y[y] envia b1 en b.

Demostracién. Fijado b € R, consideremos la funcién 0, : H — f~1(p), a — «a(b). Esta
funcidén es inyectiva por el Lema 1.4.15, y es sobreyectiva porque f es de Galois. Luego,
|H| = n. Como cada componente de f~!(U) tiene exactamente un elemento de f~!(p),
sigue (a).

Por el Lema 1.4.12, la funcién ¥, : 71(S,p) — f~1(p), [y] — bl es sobreyectiva.
Luego, @} := 6, 1o Wy es una sobreyeccién 71(S,p) — H. Este no es necesariamente
un homomorfismo, pero ®, : [y] — ®}([y])~! lo es. Este cumple claramente con las
propiedades que queremos. O

Observacién 2.2.3. Es natural pensar también en el espacio S como el cociente (to-
poldgico) R/H; identificando cada punto x € R con toda su fibra f~1(f(x)) (que pode-
mos siempre realizar como cociente por el grupo de automorfismos por la transitividad
de su accién en las fibras). Asi, tenemos el diagrama conmutativo:

2N

S ———— R/H,

donde 7 es la aplicacién cociente. De esta forma, podemos preguntarnos qué grupos
H se pueden realizar como grupos de automorfismos de espacios cubrientes de Galois
f: R — S. Responderemos esta pregunta para el caso particular de S = IP’}C \ P, donde
P es un subconjunto finito de ]P’(lc, en el Teorema 2.2.13 hacia el final de esta seccién.

Durante el resto de la seccién, P serd un subconjunto finito de Pl y D(r) = {z € C :
0 < |z| <r}=D(0,r)\ {0} denota el disco pinchado de radio r en C.

Lema 2.2.4. La funcién f. : D(r'/¢) — D(r), x — x¢ es un cubrimiento de Galois de
grado e, para cada e € N. Ademds, Deck(f.) ~ C,

e-
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Demostracion. f. es claramente un cubrimiento. Ademas, las funciones z — (;z, donde
¢i es una raiz e-ésima de la unidad, forman un subgrupo de Deck(f.) que actia transi-
tivamente en cada fibra. Concluimos que Deck(f.) ~ C. por el Lema 1.4.15. O

Proposicién 2.2.5. Sea f: E — D(r) un cubrimiento de grado finito e, con E conexo
por caminos. Entonces:

(a) f es equivalente a fo : D(r'/¢) — D(r), z — 2°; y por tanto existe un homeomorfismo
0 E = DY) con o(u)® = f(u) para todo u € E. Abreviamos esto con ¢¢ = f.
Ademds, ¢ es unico mddulo multiplicar por una raiz e-ésima de la unidad C.

(b) El grupo Deck(f) ~ C. tiene un unico elemento o con la siguiente propiedad: para
cada homeomorfismo ¢ : E — D(r'/¢) con ¢¢ = f se tiene poo~ = (o, donde {, =
exp(%). El automorfismo o genera Deck(f) y se llama el generador distinguido.

(c) Seau € E yp= f(u). Sea o como en (b). Entonces y(t) = pexp(2mit) es un camino
cerrado en D(r) que pasa por p y el levantamiento de v via f con punto inicial o(u)
tiene punto final u.

(d) Sean 0 < # < r, E:= fXD)#) y f = f
y E — D(7) es un cubrimiento de grado e. El generador distinguido de Deck(f) se

restringe al generador distinguido de Deck(f).

;- Entonces E es conero por caminos

Demostracion.

(a) Seanu € E'y p = f(u). El grupo fundamental I" := 71 (D(r), p) actia transitivamente
en f~1(p) por el Lema 1.4.12. Como f~1(p) tiene cardinalidad e, el estabilizador T',,
es un subgrupo de I' de indice e. Aplicando esto a f., tenemos que el estabilizador
I, de cualquier u' € f;'(p) tiene indice e en I'. Como I' ~ Z (por la Proposicién
1.4.5), sigue que 'y, =T ,. Asi, existe ¢ por el Lema 1.4.13. La segunda parte sigue
del hecho que si ¢’ cumple estas condiciones entonces o := ¢~ € Deck(f.), ¥
luego es de la forma z — (z (por la demostracién del Lema 2.2.4).

(b) Es facil ver que g + @ ogop~! es un isomorfismo de Deck(f) — Deck(f.). Ademas,

es independiente de la eleccién de ¢:

Y ogop P =ao(pogop Hoat=pogop?
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(d)

porque Deck(f.) es abeliano. Por el Lema 2.2.4, multiplicar por (! es un generador
de Deck(fe). Si llamamos o a la imagen inversa de este generador por el isomorfismo
anterior, entonces o = ¢~ (7 !¢; de donde sigue la segunda parte.

Sea u' = p(o(u)) € f-1(p). Definimos el camino 7 en D(r'/¢) por 7(t) = u’ exp(Z=t).
Asi, feo¥ es el camino v de arriba, ya que fe(u') = (p(c(u))) = f(o(u)) = f(u) = p.
Por lo tanto, 7 es el levantamiento de v por f. con punto inicial u/. Aplicando ¢!,
¢ 104 es el levantamiento de v via f con punto inicial o(u). Su punto final es

e oF(1) = o (W) = ¢ (Cesp(o(u))) = u, por (b).

Sigue de (a).

O

Esto nos permite clasificar los cubrimientos finitos del disco pinchado: son exactamente
aquellos de la forma z — z€.

Proposiciéon 2.2.6. Sea f: R — Pé \ P un cubrimiento de Galois finito, y p € P.

(¢)

(b)

(c)

(d)

Sea D = D(p,r) un disco alrededor de p que no contiene otros elementos de P;
de modo que D* = D \ {p} esté contenido en P} \ P. Sea k, : D* — D(r) el
homeomorfismo z — z —p sip # 0o y z — 1/z si p = oo. Entonces, para cada
componente coneza E de f~1(D*) la funcién fr = kpo flp : E — D(r) es un
cubrimiento finito. Llamamos a E una componente circular de nivel r en p.

Sea 0 < 7 < r. Hay una correspondencia biyectiva entre las componentes circulares
FE de nivel r y las componentes circulares E de nivel # dada por inclusion. Ademds,
siECE, fz=folpyE=fg(DF).

El grupo H := Deck(f) permuta las componentes E de f~1(D*) transitivamente.
Sea Hp el estabilizador de E en H. Restringiendo la accion de Hg a E tenemos un
ismomorfismo Hg — Deck(fg), asi que Hg es ciclico. Sea hg € Hg el elemento
correspondiente al generador distinguido de Deck(fg). Llamamos a hg el generador
disntiguido de Hg.

Sea h € H y E' = h(E). Entonces hhgh™' = hgr, y por tanto los hg forman
una clase de conjugacion C, de H. La clase C, depende sélo de p, pero no de la
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eleccion de D. Sea e el orden comin de los elementos de Cy,. El grado del cubrimiento
fe: E = D(r) es e para cualquier componente E de f~1(D*). En particular, C, = 1
si y solo si fg es un homeomorfismo.

(¢) Sea p* € D* y p = rp(p*). Sea A(t) = k' (pexp (2wit)) un camino cerrado en D*
que pasa por p*. Sea b € R, qo = f(b) y § un camino en }P’é \ P uniendo qo y p*.
Entonces, v = 6~'\6 es un camino cerrado en IP’}C \ P que pasa por qo y la funcion
@y, : T (PL\ P,qo) — H de la Proposicion 2.2.2 envia [y a un elemento de Cp.

Demostracion.

(a) El cubrimiento f se restringe a un cubrimiento f~!(D*) — D*. Componiéndolo con
el homeomorfismo ,, obtenemos un cubrimiento f~1(D*) — D(r). Este se restringe
a un cubrimiento E — D(r).

(b) Sea X := f~(D(p,#) \ {p}). El espacio E := f5'(D(r)) = EN X es conexo por
caminos por la Proposicién 2.2.5 (d). Es abierto y cerrado en X, asi que es una
componente conexa de X . Por tanto, es una componente circular de nivel # contenida
en E. Reciprocamente, consideremos E C Funa componente circular de nivel 7 sobre
p. Entonces, claramente f|, = fg|z, asi que EC E; y por tanto E=F porque
ambos son componentes conexas.

(c) El grupo H actiia en f~1(D*), y por tanto permuta las componentes E de f~!(D*).

Sea Hp el estabilizador de E. Si h € H envia un punto de E a E’ entonces h(E) = E’
(porque las componentes son disjuntas dos a dos). En particular, si h envia un punto
de F a FE entonces h € Hg.
Para p* € D*, el conjunto Fg = f~1(p*) N E es una fibra de fg. Como H actiia
transitivamente en f~!(p*), dos puntos de F pueden ser llevados al otro por algtin
elemento de h € H. Por lo tanto, h € Hg y luego Hg actia transitivamente en Fpg.
Por restriccién, tenemos un homomorfismo Hg — Deck(fg); inyectivo por el Lema
1.4.15 (si « fija todo E, en particular fija un punto; asi que es la identidad). Su
imagen es un subgrupo de Deck(fg) que actia transitivamente en la fibra Fp, y por
tanto es todo Deck(fg) (también por el Lema 1.4.15). Asi, tenemos un isomorfismo
Hp ~ Deck(fg). Como H actia transitivamente en f~1(p*) (y f~!(p*) intersecta
cada E) entonces H permuta las componentes F transitivamente.

(e) El levantamiento 5ded por [ con punto inicial b tiene punto final b* en algin com-
ponente £ de f~1(D*). Sea A el levantamiento de A por f con punto inicial hg(b*).

Entonces, si 0 = pexp(2mit), A = m;l o #; y por unicidad de los levantamientos, A es

igual al levantamiento 6 de 0 por f con punto inicial hg(b*). Una vez més por uni-
cidad de los levantamientos, este es igual al levantamiento de # por fg. Concluimos
por la Proposicién 2.2.5 (¢) que el punto final de A es b*.
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R —a E
/ |7 fls| \
0,1] —— Pe\ P «—— D* —— D(r) +—5— [0,1]
El camino hg o4 es el levantamiento de § con punto inicial hg(b). Asi, 6 A(hg o d)

es el levantamiento de v con punto inicial hg(b). Claramente, tiene punto final b, as{
que ®4([7]) = hg € Cp.

(d) Continuamos con la notacién anterior. Sea h € H. Entonces ho X es el levantamiento
de A por f con punto inicial h(hg(b*)) € h(E) = E'. El camino h o X tiene punto
final h(b*). Como en (e), notamos que h’; lleva el punto final de h o A a su punto
inicial. Por tanto, hg/ (h(b*)) = h(hp(b*)); y por tanto h'h~'hph fija b* y luego
es la identidad (por el Lema 1.4.15). En la situacién de (b), con E C E, tenemos
hy = hg por la Proposicién 2.2.5 (d). Luego, la clase C), no depende del radio r de
D. La igualdad e = deg(fg) sigue de la Proposicién 2.2.5 (b), y el resto de (a).

O

Estudiaremos un poco més estas componentes circulares en la secciéon 2.4. Ahora, que-
remos estudiar los caminos en el plano complejo pinchado C\ {p1, ..., pn}. Diremos que
el camino exp(2mit) recorre el circulo en sentido antihorario, y exp(—2mwit) en sentido
horario.

Lema 2.2.7. Sean {X;}jecr subconjuntos abiertos de un espacio topoldgico X de modo
que X = Ujel X;. Entonces, cada camino § en X es homotdpico al producto de finitos
caminos 6, con 6, un camino en algin X;.

Demostracion. Evidente (ver, por ejemplo, [9, Lema 4.26]). O

Fijamos ahora un poco de notacién. Sean pi,...,p, € C puntos distintos, y X = C\
{p1, .-, pn}. Elegimos un punto gop € X de modo que el segmento de gy a p; no contenga
otros p;. Escribimos p; = qo + p; exp(iv;), con p; € RY y v; € [0, 27]. Reetiquetamos los
p; de modo que vy > vy > ... > v,. Elegimos My, ..., M,, rayos en C con punto inicial
qo de modo que cada componente conexa de C\ {Mjy, ..., M,,} contiene exactamente un
p;. Llamamos X; a la componete conexa que contiene p;, v D; a un disco alrededor de
p; cuya clausura estd contenida en Xj. 7; serd un camino con inicio en gy viajando en
linea recta hacia p; hasta alcanzar la frontera de D;, luego viajard una vez en sentido
antihorario por esta frontera y luego volverd a ¢y por el segmento de p; a qg.
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Yi+1

-~
/Dit1

Teorema 2.2.8. Con esta notacion, se tiene que:

(a) Los caminos i, ..., v, son caminos cerrados en X con inicio en qy y sus clases
generan w1 (X, qo).

(b) Sea G un grupo con generadores g1, ..., gn. Existe un cubrimiento de Galois f : R —
X, un isomorfismo 0 : Deck(f) — G y un punto b € f~'(qo) de modo que la
composicion de 0 con la sobreyeccion @y : w1 (X, qy) — Deck(f) de la Proposicion
2.2.2 envia [v;] a g;. Si identificamos G con Deck(f) via 0 y G es finito, entonces
f:R—=PE\{p1,.... pn, o0} es un cubrimiento de Galois finito y las clases asociadas
C; == Cp y Coo cumplen

-1

G€Ci y (g1-9n) € Cx.

Demostracion.

(a) Agrandamos cada X; a X] = {a € C : d(a,X;) < €} de modo que X, ND; =0
para i # j. Asi los X/ forman una cubierta abierta de C, y por lo tanto X/ \ {p;}
forman una cubierta abierta de X. Sea v un camino cerrado en X con inicio qq. Por
el Lema 2.2.7, podemos escribir v ~ J; - - - 41, donde cada J,, es un camino en algtn
T, := X{V \ {pi, }. Sea £, el camino que une gg y el punto inicial de §, en linea recta
(como este punto estd en T, y T),—1, K, €s un camino en 7, N7T,_1); y ks+1 €l camino
constante gg. Ponemos w, = /»z,jlé,jn,,. Luego, w, es un camino cerrado en 7, que
pasa por ¢qo y 7 es homotépico en X al producto de los w,. Ahora, notemos que el
espacio T, es homeomorfo a ID(1), y por tanto su grupo fundamental es isomorfo a Z
y generado por 7;, (por la Proposicién 1.4.5). Asi, w, es homotdpico a una potencia
de v;, v luego v es homotdpico a un producto de potencias de ;.

(b) Sea L; el rayo en la linea de gg a p;; con punto inicial en p; y de modo que qg ¢ L;. Sea
Q =X\ (L1U..ULy,). Como conjunto, definimos R = X x G. Ahora definiremos
una topologia en R especificando una base de vecindades para cada punto de R.
Fijemos (¢, g) € R. Si ¢ € @, la base consistird de todos los B x {g}, donde B es un
disco abierto centrado en g contenido en ). Si ¢ € L;, entonces la base consistira de
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todos los K
Dy = (D™ x {g}) u(D* x {gg;'}),

donde D es un disco abierto alrededor de g que no intersecta ningtin gop; con j # ¢
y que no contenga p;. Ademds, DT es la mitad abierta de D en el lado “positivo”
de L;; y D~ la mitad semicerrada en el lado “negativo” de D (como en la figura).

Claramente, para cualquier par de vecindades de (g, g); se tiene que una debe estar
contenida en la otra. Por tanto, esta base de vecindades define una topologia en R.
Afirmacién 1: La funcién f: R — X, (q,g) — ¢ es un cubrimiento.

Demostracién. En la notacién anterior, tenemos f~1(B) = U,cq Bx{g}y f71(D) =

Ugec ﬁg. Claramente, cada B x {g} es homeomorfo a B; y cada ﬁg es homeomorfo
aD.

Afirmacién 2: Para cada h € G, la funcién oy, : R — R, (¢,9) — (g,hg) es un
automorfismo de f. Ademas, se tiene aypp = ay, 0 ayy.

Demostracion. La segunda parte es evidente e implica que ay, es biyectiva, con inversa
ayp-1. Ademés, ap, permuta las vecindades que definen la topologia en R. En efecto,
an(Bx{g}) = Bx{hg}y an(Dy) = Dyy. Asi, oy, es un homeomorfismo. Concluimos
porque foap = f.

Afirmacién 3: f : R — X es un cubrimiento de Galois, y G — Deck(f), g — a4 es
un isomorfismo.

Demostracion. Primero, mostramos que R es conexo por caminos. Cada uno de sus
subconjuntos @ X {g} es homeomorfo a @ y por tanto conexo por caminos. Sea C
la componente conexa de R que contiene a @ x {1}. Sea D un disco alrededor de
q € L; como en el enunciado. Entonces, existe un camino en Dy que une Q x {1} a
Q% {gi_l}; y por tanto C' contiene @) X {gi_l}. Como Q-1 envia Q x {1} en Q) x {gi_l},
C es invariante para todo «g,; y luego para todo oy (porque g; generan G). Por tanto,
C contiene todos los @ x {g}. Asi, C es denso en R. Como las componentes conexas
son cerradas, C' = Ry luego R es conexo por caminos. Ahora, por la afirmacién 2, el
grupo {oy : g € G} es un subgrupo de Deck(f). Este actia transitivamente en cada
fibra f~'(¢); por tanto f es un cubrimiento de Galois y Deck(f) = {ay : g € G}.
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(Por el Lema 1.4.15)

Afirmacién 4: El levantamiento de 7; con punto inicial b = (g, 1) tiene punto final
(90,9, )-

Demostracion. El camino ~; se intersecta con L; en exactamente un punto en el
tiempo t;. Definimos:

<oy S (i), 1) para t < t;
i {(%(t),gi‘l) para t > t;

Observemos que 7; es continua por la Definicién de la topologia en R. Luego, ¥; es
el levantamiento de -y; con punto inicial (go,1).

Desde ahora en adelante, identificaremos G' con Deck( f) por el isomorfismo g — ay.
Afirmacién 5: Se tiene que Oy ([y;]) = g:. Asi, g; estd en la clase C; de G = Deck(f)
asociada a p;.

Demostracion. Por la Definicién de @y, el automorfismo ®,([;]) de f envia el punto
final (qo,g; ') de i a su punto inicial b = (go, 1). Asi, ®,([:]) = gi- El camino ~;
tiene las propiedades del camino + de la Proposicién 2.2.6 (e), para p = p;. Luego,
Dy([v]) € Cp, = Ci.

Afirmacién 6: Sea p > 0 suficientemente grande de modo que gy y todos los p;
estan en el circulo K alrededor de 0 de radio p. Entonces, el camino v = 71+ ¥n
es homotdpico en X a un camino 7’ que va de go en una linea recta hasta alcanzar
Ky, luego gira una vez en sentido antihorario por su frontera y vuelve en linea recta

a qo.
Demostracion. Sea D un disco abierto alrededor de gy conteniendo todos los p;. Sea
X} := X; N D (un segmento de D). y; es homotdpico en X a un camino 7 que

comienza y termina en gp y recorre una vez la frontera de X en sentido antihorario.
Asi, 75 es homotoépico a 7} ...7y; que a su vez es homotépico a un camino v* que
va en linea recta de ¢y a la frontera de D, recorre una vez esta frontera en sentido
antihorario y vuelve a gg por la misma linea. Terminamos porque v* es homotdpico

a.
Afirmacién 7: (g1...9,) ! € Cuo.
Demostracion. Sea 7' como en la afirmacién 6. El camino v := (7/)~! tiene las

propiedades de 2.2.6 (e), para p = oo. Luego, ®,([(7')"!]) € Cw. Por otro lado,
®,([(7)7Y) = ®5([(Yoo]) = 91---gn por las afirmaciones 5 y 6.

O

El resultado siguiente se obtiene usualmente como aplicacién del Teorema de Seifert-
Van Kampen en el marco de la topologia algebraica (ver, por ejemplo, [20, Capitulo
4] o [17, Capitulo 11]). Sin embargo, la teoria que hemos desarrollado hasta ahora nos
permite concluir de forma alternativa en este caso en particular.

Corolario 2.2.9. En la notacion del Teorema, el grupo fundamental 71(X,qo) de X =
C\{p1,...,pn} estd generado libremente por v1, ..., vn. Ademds, para cualesquiera (n+1)
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puntos pi, ..., pny1 distintos en S?, el grupo fundamental de S*\ {p1,...,pni1} es libre de
rango n.

Demostracion. La segunda afirmacion es directa de la primera porque S? es homeomorfa
a C\{pn+1}. Para la primera afirmacién, sea G el grupo libre en g1, ..., g,. Por el Teorema
2.2.8 (b), existe un homomorfismo 71 (X, go) — G enviando [v;] a g;. Como G es libre,
existe un homomorfismo G — 71(X, qo) enviando g; a [v;]. Estos homomorfismos son
inversos uno del otro. OJ

Definicién 2.2.10. Consideremos las triplas (G, P,C), donde G es un grupo finito, P
es un subconjunto finito de IP)(%: y C = (Cp)pep es una familia de clases de conjugacion
no triviales de G. Decimos que dos triplas (G, P,C) y (G’, P',C’) son equivalentes si
P = Py existe un isomorfismo G — G’ que envia C), a C}, para cada p € P. Esta es una
relacién de equivalencia; por lo que denotamos la clase de (G, P,C) por T = [G, P, C].
Un tipo de ramificacién es una clase del tipo 7.

Definicién 2.2.11. Sea f : R — P{ \ P un cubrimiento de Galois finito. Sea H =
Deck(f), y para cada p € P sea C) la clase de conjugacién asociada a p de H (de la
Proposicién 2.2.6). Sea P’ = {p € P : Cp, # 1}. Definimos el tipo de ramificacién de
f como la clase de la tripla (H, P, (Cp)pcpr)-

Observacién 2.2.12. El tipo de ramificacién se comporta “bien” bajo cambios de coor-
denadas. Sea ¢ : ]P’(lC — IP’}C un homeomorfismo de la forma z +— z—pg, 0o — oo o bien de la
forma z — 1/z, 0 — 00, 0o — 0. En la notacién de la Definicién, f := go f : R — PL\ P
es otro cubrimiento de Galois finito, con Deck(f) = H. Ademaés, f es de tipo de ra-
mificacién [H, g(P'), (Cy-1(g))qeq(p)]- En efecto, sea p € Py v un camino como en la
Proposicién 2.2.6 (e) (girando una vez alrededor de p en sentido antihorario). Entonces
% := go~y es un camino girando una vez alrededor de g(p) en sentido antihorario, porque
g preserva la orientacién. Sea b € f~1(qo), donde gy es el punto inicial de 7. El levan-
tamiento de v via f es igual al levantamiento de v via f, ambos con punto inicial b. El
(inico) elemento de H que envia el punto final de este levantamiento a b estd en la clase
de H = Deck(f) asociada con p, y también en la clase de H = Deck(f) asociada con
g(p) (por la Proposicién 2.2.6 (e)).

Con esto, estamos listos para probar el Teorema central de la seccién.

Teorema 2.2.13. (de Ezistencia de Riemann: Version Topoldgica) Sea T = |G, P, (K,)pcp]
un tipo de ramificacidn. Sea r = |P|, y denotamos por p1, ..., p, los elementos de P. En-
tonces, existe un cubrimiento de Galois finito de IP’}C \ P de tipo de ramificacion T si y
sélo si existen generadores gi,...,gr de G con g1---gr =1y g; € Kp,.
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Demostracion. Por la Observacién 2.2.12, podemos aplicar un cambio de coordenadas
para que co = p, € P.

Primero, supongamos que G tiene generadores g¢i, ..., g, como en el Teorema. Por el
Teorema 2.2.8 (b), tomando n = r — 1, existe un cubrimiento de Galois finito f : R —
PL\ P y una identificacién de Deck(f) con G de modo que g; € G, de Deck(f) asociada
con p;, para cada i = 1,...,n. Ademéds, g, = (g1 gn)"! € Coo = Cp,. Por tanto,
Cp = K, para todo p € P; y luego f tiene tipo 7'

Reciprocamente, supongamos que f: R — IF’(IC \ P es un cubrimiento finito de Galois de
tipo T'. Entonces, tenemos G = Deck(f) y K, = C), la clase asociada a cada p € P. Sea
X = ]P’}C\P, yn =r—1. Elegimos gy € X y caminos i, ..., ¥, como en el Teorema 2.2.8.
Ponemos 7, = (71 ---9—1)"'. Fijamos b € f~1(qo), y consideramos el homomorfismo
sobreyectivo @, : m1(X, qo) — G de la Proposicién 2.2.2. Como en la demostracién del
Teorema 2.2.8, tenemos que g; := P([v;]) € Cp, para cada i = 1,...,r. Estos elementos
generan G por el Teorema 2.2.8 (a), y claramente g ... g, = 1. O

2.3. Extensiones de Campos de Funciones

En esta seccién, estudiaremos las extensiones de campos finitas de k(x).

Definicién 2.3.1. Sea k un campo y sea A el conjunto de todas las sucesiones (a;);ez
de elementos a; € k para las cuales existe un N € Z tal que a; = 0 para i < N.
Definimos la suma en A por (a;) + (b;)) = (a; + b;) y el producto por (a;)(b;) = (cn),
donde ¢, = >, ti=n a;b;. Es rutina chequear que A es un campo con estas operaciones
(donde 0 es la sucesién (a;) con a; = 0 para todo ¢ y 1 es la sucesién (b;) con by = 1,
b; = 0 para todo ¢ # 0); lo denotaremos por k((t)) y lo llamaremos el campo de series

formales de Laurent sobre k.

Observacién 2.3.2. Quizé la tunica parte algo confusa de mostrar que A es efectiva-
mente un campo es ver la existencia de los inversos. En este caso, para un elemento
(ai)iez con a; = 0 para i < N, tomamos la sucesién (b;);ez con b; = 0 para i < —N;
b_ny = a;\,l; y luego resolvemos inductivamente las ecuaciones

Z aibj =0
i+j=n

para n desde —N en adelante. Asi, (b;) es inverso de (a;).

Observacién 2.3.3. Claramente, podemos ver k como un subcampo de k((t)) a través
de la inclusién a — (a;) con ag = a, a; = 0 para i # 0. Ademds, si llamamos t a la
sucesién (a;) con a3 = 1, a; = 0 para i # 1; tenemos un isomorfismo entre el anillo k|t]
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y el subanillo de k((t)) generado por k y t:

M
a;t' = (ai),
i=0
donde a; = 0sii < 0 0oi > M. En general, usaremos la notacién Y\ a;t' para

referirnos a la sucesién andloga con a; = 0 si i < N.

Definicién 2.3.4. El subanillo de k((t)) que consiste de todas las sumas > to, a;t’ se
llama el anillo de series formales de potencia sobre k, y se denota por k[[¢]].

Claramente, k((t)) es el campo de fracciones de k[[t]], lo que justifica la notacién. En
particular, k((¢)) contiene k(t).

Definicién 2.3.5. Es fdcil chequear que la funcién o : k[[t]] — k que envia Y 2 a;t’ a
su término constante ag es un homomorfismo de anillos (es la “evaluacién en ¢t = 0”). Si
F(y) es un polinomio en k[[t]][y], denotamos por Fy(y) al polinomio obtenido al aplicar
o a los coeficientes de F'.

Lema 2.3.6. Sea F un polinomio ménico en k[[t]][y]. Supongamos que Fy € kly] se
factoriza como Fy = gh para g,h € k[y] mdnicos y coprimos. Entonces, F = GH con
G, H ménicos en k[[t]][y] con Go =g, Hp = h.

Demostracion. Extendiendo la notacién de la Observacién 2.3.3, escribimos

oo
F=> Ft
=0

con F; € kly]. Ponemos m := deg(F) = deg(Fp). Entonces deg(F;) < m para i > 0. Sean
r = deg(g), s = deg(h). Queremos encontrar

(o] o0
G=> Gt y H=> Ht
=0 =0

con Gg = g, Hy = hy G;, H; € k[y] de grados < r, < s respectivamente; y con F' = GH.
La condicién F' = GH es equivalente al sistema de ecuaciones

F,= Y GiH,

i+j=n

para n € N. Resolvemos estas ecuaciones de manera inductiva: Para n = 0, tenemos la
hipétesis Fy = gh = GoHy. Ahora, para n > 0, supongamos que ya hemos encontrado

Sofia Pérez Garbayo 2020



2 El Teorema de Existencia de Riemann 37

G;, H; para todos los 4,j < n con i+ j = v para v < n. La n-ésima ecuacién se puede
escribir como
GoHy + HoG,, = U, (2.3.1)

donde U,, = F,, — Z?:_ll G;H, _; tiene grado menor a m. Para completar la induccién,
basta mostrar que el sistema 2.3.1 tiene solucién para Gy, H, € k[y] de grado < r, < s
respectivamente. Como Gy, Hy son coprimos en k[y|, existen P,Q € k[y] con GoP +
HyQ = U,. Por el algoritmo de divisién, podemos escribir P = HyS+ R para S, R € k[y]
con deg(R) < s. Si ponemos H, = Ry G, = Q + G5, se satisface el sistema 2.3.1 y
deg(H,) < s por construccién. Ademds, como HyG, = U, — GoH,, deg(HyG,) < m,
asi que deg(Gp) <. O

Corolario 2.3.7. Sea k un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0, y F €
E[[t]][y] un polinomio mdnico de grado n > 2. Supongamos que el coeficiente de y" !
en Fy es 0y que Foly) # y™. Entonces, F = GH con G,H € kl[[t]][y] mdnicos y no
constantes.

Demostracién. Como k es algebraicamente cerrado, Fy € k[y| se factoriza como producto
de factores lineales ménicos. Si estos factores no son todos iguales, entonces Fy = gh para
g, h no constantes y coprimos en k[y]. Luego, el resultado sigue del Lema. Si Fy = (y—a)™,
entonces el coeficiente de y"~! es —na; y por tanto a = 0 (porque k tiene caracteristica
0). Pero entonces Fy = y™, contradiccién. OJ

Definicién 2.3.8.

(a) Para cada entero positivo e, Ze™! serd el conjunto de todos los niimeros racionales
de la forma i/e, con i € Z. Ze~! es un grupo aditivo, isomorfo a Z por la funcién
i — i/e. Este contiene Z como subgrupo de indice e.

(b) Definimos A, como el conjunto de todas las sucesiones (a;)jcz.-1 de elementos a; € k
para las cuales existe un N < 0 tal que a; = 0 para j < N. Si definimos la suma
y el producto como en la Definicién 2.3.1, A. es un campo isomorfo a A = k((t)) a
través de la funcién (a;) ecze—1 = (bi)icz donde b; = a;/.. Bajo este isomorfismo, el
elemento t de A corresponde al elemento 7 = (a;) en A, con a; /e =1y a; =0 para

Jj#1/e.

Identificamos A con el subcampo de A, que consiste de todas las sucesiones (a;),cze1
con aj = 0sij ¢ Z. Asi, 7° = t. En la notacién simbélica de la Observacion 2.3.3,
escribimos el elemento general (a;) de A, como

Z ajtj = Zai/eTi = Z bt

j€Ze 1 i€Z i€Z

identificando A, con k((t'/¢)) = k((1)).
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Observacién 2.3.9. Esta definicién recuerda un poco a la definicién del campo de series
de Puiseux sobre k, con la diferencia que los campos A. admiten sélo exponentes con
denominador e para t; mientras que el campo de series de Puiseux admite todo tipo de
exponentes racionales para t. Se puede mostrar que, si k es algebraicamente cerrado y
de caracteristica 0, el campo de series de Puiseux es la clausura algebraica de A. Por
tanto, tenemos un diagrama de extensiones de campos:

donde A* es el campo de series de Puiseux sobre k y e;, e; son ntiimeros naturales. Desde
aqui, es interesante preguntar qué puede pasar con las extensiones de campos intermedias
a A*/A, por ejemplo. No consideraremos esta linea de estudio, pero se puede leer més
sobre ella, por ejemplo, en [24].

Lema 2.3.10. Sea ¢ € Z positivo, y supongamos que k contiene una raiz primitiva
e-éstima de la unidad (.. Entonces, A, es de Galois sobre A de grado e. El grupo de
Galois de la extension es ciclico, generado por w : Y .cq bt = 3,0, (b:i¢)T". Ademds,
Ae = A(T) con ¢ =t.

Demostracion. Es rutina chequear que w es un automorfismo de A.. Su campo fijo
consiste de los ), b7 con b; = 0 a menos que (! = 1; es decir, a menos que e
divida 4. Por tanto, el campo fijo de w es A. Sigue del Teorema 1.5.24 que A./A es
de Galois y tiene grupo de Galois (w). Ademds, es claro que w tiene orden e; y luego
[Ae : A] = |Gal(A¢/A)| = e. Tenemos que w envia 7 a (.7, asi que w” envia 7 a C!'T.
De aqui, sigue que ningin elemento no trivial de Gal(A./A) fija 7. De las inclusiones
A C A(7) C A, tenemos que Gal(A./A(7)) < Gal(Ae/A). Como ningin elemento no
trivial de Gal(A./A) fija 7, entonces Gal(A./A(7)) = {id}; y por tanto [A. : A(7)] = 1.

Concluimos entonces que A, = A(7). O

Lema 2.3.11. Si k es un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0 y F €
E[[t]][y] es un polinomio mdnico no constante, entonces F tiene una raiz en algin A..

Demostracion. Supongamos que F' es de grado minimal y para el que falla el Lema.
Evidentemente, n = deg(F) > 2. Escribimos F(y) = y™ + A\_19" "' + ... + Ao, con
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Ay € k[[t]]. Entonces, el polinomio
- An—1
Fy)=F(vy—
(¥) <y - )

tiene coeficiente cero en y"~!. Reemplazamos F por F para asegurar esto. Si ademads
Fy(y) # y™, entonces F se factoriza como en el Corolario 2.3.7; lo que contradice la
hipétesis sobre la minimalidad de F'. Esto implica que Fy = y", y por tanto todos los A,
tienen término libre cero.

Notemos que existe algiin v entre 0 y n — 2 con A\, # 0 (si no, F' = y" tiene raiz 0).
Consideraremos sélo estos A, por el resto de la demostracién. Sea m,, la menor potencia
de t que aparece con coeficiente no cero en \,:

A, = at™ + términos de mayor orden

con a € k no cero. Sea u el minimo de los nimeros m,,/(n — v). Como u es un racional
positivo, ponemos u = d/e, con d, e enteros positivos. Ahora, veremos A incrustado en
Ae = k((1)) como arriba. Consideramos el polinomio

n—2
Fry) =7 "F(rly) = y" + > A7y € Ady).
v=0

El coeficiente de y” de este polinomio (si no es cero) es una serie de Laurent en 7 de la
forma

A7) = e 74 =1) L términos de mayor orden

= ar® + términos de mayor orden

donde

E,,:e(nv)< My u) >0
n—v

y E, = 0 para al menos un v. Por lo tanto, cada coeficiente de F* es una serie de
potencia en 7, y para al menos un v esta serie de potencias tiene término constante no
cero. Por lo tanto, F'* satisface las condiciones del Corolario 2.3.7 con t reemplazada por
7. Luego, F* = GH con factores en k[[7]] como en este resultado. Asi H tiene grado
estrictamente menor a n, y luego tiene raiz en algin Ae(Tl/ 6/) por la minimalidad de n.
Luego, F* tiene raiz en A.(7"/¢") = (Ac)er, ¥ por lo tanto F también. O

Teorema 2.3.12. Si k es un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0, y A es
una extension de A de grado e, entonces A = A(d) con §¢ =t.

Demostracion. Por el Teorema 1.5.16, podemos poner A = A(f). Sea F' € Afy] un
polinomio irreducible con raiz 6. Por el Lema 1.5.4 podemos asumir que F' es monico.
Asi, por el Lema 2.3.11, F' tiene una raiz 6’ en algin A./. Por tanto, podemos asumir que
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A C Ay. Como Gal(Ae/A) es ciclico de orden ¢’ (por el Lema 2.3.10), para cada divisor
e de € hay un tnico campo intermedio a A y A de grado e sobre A (por el Teorema
1.5.22). Luego A = A, = A(t'/¢), por el Lema 2.3.10. O

Definiciéon 2.3.13. Un sistema compatible de raices primitivas n-ésimas de la

unidad es una sucesion ({,),>1 de raices primitivas n-ésimas de la unidad de modo que
. " -

si n =n'n" entonces (" = Gy

Observacién 2.3.14. En C, la eleccién canénica es ¢, = exp(27i/n).

Por el resto de la seccion, k serd un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0,
y (¢n) serd un sistema compatible de raices primitivas n-ésimas de la unidad.

Definicién 2.3.15. Sea A = k((t)), y A/A una extensién de Galois finita de grado e.
Por el Teorema 2.3.12, A = A(d) con 6° = ¢. Luego, existe un tnico w € Gal(A/A) con
w(d) = (0. Llamamos a w el generador distinguido de Gal(A/A).

Observacién 2.3.16. Notemos que para cada & € A con (¢6')¢ = t para algin ¢/ > 1
se tiene w(d’) = (¢'. Como e/e’ es un entero, basta mostrar el resultado para §¢/¢
(todos los otros ¢ difieren de él por una raiz ¢’-ésima de la unidad). En efecto, w(d') =
(5/6/6’ = (¢’ por la compatibilidad de ¢,. En particular, si A C A’ C A entonces w|a
es el generador distinguido de Gal(A'/A).

Definicién 2.3.17. Escribiremos P}, = kU {co}, con oo ¢ k. Ademds, para cada p € P},
definimos el isomorfismo v, : k(x) — k(t) como la identidad en k y z +— t + p si p # oc;
o bien z +— 1/t si p = occ.

A esta notacion se le puede dar un significado més profundo a través de la teoria de espa-
cios proyectivos; pero para nosotros sera simplemente una notacién formal. Por supuesto,
esta nocién encaja (sin pensar en la estructura topoldgica) con la del espacio proyectivo
P} (se puede leer sobre esta teorfa, por ejemplo, en [21, Capitulo 4]). Extendemos cada
a € Aut(k) a P} por a(co) = occ.

Proposicién 2.3.18. Sea L/k(x) una extension de Galois finita, y sean G = Gal(L/k(x)),
p € P

(a) Podemos extender vy : k(x) — k(t) a un isomorfismo v : L — L,, donde L, es un
subcampo de alguna extension de Galois finita AJ/A, de modo que Gal(A/A) deja L,
inwvariante. Definimos g, € G como

gV:uflowou
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(b)

(d)

donde w es el generador distinguido de G(A/A). Si A es otra extension de Galois
finita de A, con subcampo L, y V' : L — L, extendiendo vy, entonces g, y G
pertenecen a la misma clase de conjugacion de G. Esta clase de conjugacion depende
solo de p, asi que la llamamos la clase de conjugacion asociada a p de G.

Sea e el orden comin de los elementos de Cp. Este nimero e = er,, se llama la
ramificacion de L en p. Tiene la siguiente propiedad: Sea vy un elemento primitivo
de la extension L/k(x) (que existe por el Corolario 1.5.16). Entonces y satisface un
polinomio irreducible F(y) € k(z)[y]. Sea vpF € k(x)[y] el polinomio obtenido al
aplicar v, a los coeficientes de F'. Luego todos los factores irreducibles H de v,F' en
Aly] tienen grado e. Ademds, podemos tomar A = A en (a).

Podemos elegir v en (b) de modo que F(y) = F(x,y) € k[z,y] es mdnico en y. Luego
el discriminante D(x) de F(y) sobre k(z) es distinto de cero en k[x]. Ademds, si
p €k yD(p) #0, entonces er,, = 1.

Si L' /k(x) es una extension de Galois finita con L' C L, entonces el homomorfismo
de restriccion de G en G' = Gal(L'/k(z)) envia Cp, a la clase C), de G' asociada a

p.

Demostracion.

(a)

En las notaciones de (b), notamos que el campo A = Afy]/(H) contiene una raiz
7" de H. Luego, podemos extender v, a un isomorfismo v de L = k(z)(y) a L, =
k(t)(7') € A. Como Gal(A/A) permuta las raices de v, F' y L, estd generado sobre
k(t) por estas raices, L, queda invariante.

Para la segunda parte, podemos asumir que A y A’ son subcampos de alguna exten-
sién de Galois finita Ag de A. Como L, y L,/ son subcampos de Ag y estdn ambos
generados sobre k(t) por las rafces de v, F, L, = L,s. Denotamos h = v~!v/ € G. Co-
mo el generador distinguido wy de Gal(Ap/A) se restringe al generador distinguido
de Gal(A/A) (y similarmente para A’) se tiene que

g, = V' wor' = kT hworh = K g,k

/

porque vh = y h~'v~! = /=1 por Definicién.

Notemos que el grado [A : A] es igual al orden de w, y por la forma de g, este
a su vez es igual al orden de g,. Por Definicién, el orden de g, es er,, asi que
deg(H) = [A : A] = erp. Concluimos porque por el Teorema 2.3.12 tenemos un
isomorfismo entre las extensiones A/A y A./A.

Por el Lema 1.5.4 podemos asumir que F' es ménico en y en k[x,y]. Lo pensamos
como polinomio en k(z)[y]. Su discriminante D(x) € k[z] es distinto de cero porque
F es irreducible y por tanto separable (porque la caracteristica de k es 0, usando la
Proposicién 1.5.13 y el Teorema 1.5.15). Notemos que para cada b € k, F'(b,y) tiene
discriminante D(b); y por tanto F(p,y) es separable cada vez que D(p) # 0 (por el
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mismo razonamiento que en la demostracién del Lema 1.5.21).

Tenemos que v,F'(y) = F(t + p,y). Por tanto v,F es un polinomio mdénico en y
con coeficientes en k[t]. Ademas, (v,F)o(y) = F(p,y). Como F(p,y) es separable, el
Lema 2.3.6 nos dice que v, F' se factoriza como producto de factores lineales en Aly].
Luego, e, = deg(H) = 1.

(d) 7 = v|z es un isomorfismo de L' a #(L') C A que extiende v,. Luego g5 = 71w =

vlov| = (9

O

Definicién 2.3.19. Sea L/k(z) una extensién de Galois finita y p € PL. Decimos que
p es un punto branch de L/k(z) si er, > 1 (o, equivalentemente, si la clase C), de
Gal(L/k(x)) es no trivial).

Sigue de (c¢) en la Proposicién 2.3.18 que el niimero de puntos branch es finito. Por tanto,
hemos definido dos invariantes de una extensién de Galois finita L/k(z): el conjunto de
puntos branch P C ]Pj(lC y las clases de conjugacién Cp. Esto motiva la siguiente Definicién:

Definicién 2.3.20. Sea L/k(x) una extensién de Galois finita. El tipo de ramificacién
de L/k(z) es el tipo T' = [Gal(L/k(z)), P, (Cp)pep], donde P es el conjunto de puntos
branch de L/k(x) y C) es la clase de conjugacién asociada a p en Gal(L/k(x)).

2.4. Conexién entre Extensiones y Cubrimientos

A continuacién, desarrollaremos la interaccién entre extensiones finitas de campos de
C(z) y cubrimientos ramificados de P{.. Durante esta seccién, P es un subconjunto finito
de P{, f: R — P{\ P es un cubrimiento de Galois finito y H = Deck(f).

Definicién 2.4.1. Decimos que r > 0 es suficientemente pequeno si D(p,r) N P =
{p} para todo p € P. Ahora fijemos p € P. Definimos una relacién en el conjunto de
componentes circulares de p de nivel suficientemente pequeiio: F = E' si E C E' o
E' C E. Por la Proposicién 2.2.6 (b), esto es una relacién de equivalencia. Estas clases
de equivalencia se llaman los puntos ideales de R sobre p.

Observacion 2.4.2. Fijemos un r suficientemente pequeno. Por la Proposicion 2.2.6
(b), cada punto ideal de p estd representada por exactamente una componente circular
de nivel r sobre p. Por tanto, el nimero de puntos ideales sobre p es igual al nimero de
componentes £ de f~1(D*). Como Deck(f) permuta estos componentes transitivamente,
el nimero de puntos ideales sobre p es < | Deck(f)| = deg(f).
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Queremos pensar intuitivamente en los puntos ideales como los centros faltantes de los
componentes E. Ahora, pondremos estos centros.

Proposicién 2.4.3. Sea R la unién disjunta de R y todos sus puntos ideales sobre p € P.
Decimos que V. C R es abierto si V N R es abierto en R y por cada punto ideal 7 € V
existe un E € m con E C V. Esto vuelve a R un espacio de Hausdorff compacto y conexo
por caminos. El cubrimiento f se extiende a una sobreyeccion continua f : R — ]P’(lc
con f(m) = p para cada punto ideal sobre p. Ademds, cada o € Deck(f) se extiende de
manera inica a un homeomorfismo & : R — R con foa = f.

Demostracion. Es claro que la topologia inducida en R coincide con la topologia original
en Ry que f es sobreyectiva. Sea p € P y 71, ..., Ty los puntos ideales sobre p. Para
cada j = 1,...,m y r suficientemente pequenio hay exactamente un F; € m; de nivel r y

FH(Dp,r) = Eju{m} (2.4.1)

=1

De aqui sigue que f es continua, ya que f lo es y por tanto basta que exista un disco
D(p,r) alrededor de cada p € P de modo que f~(D(r,p)) sea abierto.

Tomemos a € Deck(f). Para cada p € P, o permuta los componentes E;. Definimos
a(m;) = m, si a(Ej) = Ej. Esto extiende v a una biyeccién @ : R — R con f oa=f. a
es un homeomorfismo porque « lo es y porque & permuta las vecindades E; U {r;}. Es
tinico porque R es denso en R.

Vemos que R es Hausdorff. Si dos puntos tienen imagen distinta por f, podemos sepa-
rarlos con dos vecindades f~!(U) diferentes porque f es un espacio cubriente. Como R
ya es Hausdorff, basta ver qué pasa para los puntos m, 7’ sobre el mismo p € P. Estos
los podemos separar por los abiertos U {r}, E' U {7'(/} con EenryFE en.

Como R es conexo por caminos y denso en R, R lo es. Para terminar, basta probar que
R es compacto. En prlmer lugar, notamos que R tiene una base numerable: tomamos
todos los componentes f~!(U), donde U es un abierto fundamental para f de la forma
U = D(a,r), cona € QU{occ} y r € Q. Ademds, tomamos todos los conjuntos E U {r},
con 7 un punto ideal y F € 7 de nivel r € Q suficientemente pequenio. Cada abierto
de R es una unién de estos conjuntos. Asi, por el Teorema 1.2.5, basta ver que X es
secuencialmente compacto. Sea (a,,) una sucesién en R. Entonces, f (an) forma una suce-
sién en el espacio compacto ]P’C, y por tanto tiene una subsucesion f (ank) convergente a
pE IP’l . Sip € P, sean iy, ..., Ty, los puntos ideales sobre p. Afirmamos que uno de los 7;
es un punto limite de (an, ). Supongamos que no. Entonces cada 7; tiene una vecindad
E;U{m;} con E; € mj que no contiene ningin a,,. Podemos asumir que los E; son todos
del mismo nivel r. Por lo tanto, vale la ecuacién 2.4.1 y por tanto D(p,r) no contiene
ningtn f(ay,); una contradiccién. Asimismo, si p ¢ P procedemos de manera similar;
usando abiertos fundamentales de f alrededor de p. O
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Lema 2.4.4. Consideramos abiertos U C ]P’(%: \ P contenidos en algin abierto funda-
mental de f que satisfacen {0,00} ¢ U. Para cada componente V de f~Y(U), la funcién
[ se restringe a un homeomorfismo V. — U (por Definicién). Sea ¢ = f|y si o0 ¢ U,
yo =1/(flv) si oo € U. Entonces (V,p) son cartas de R; y R es una superficie de
Riemann con ellas con la propiedad que f : R — IP’%: es holomorfa. Ademds, cada o € H
se vuelve una funcion holomorfa o : R — R.

Demostracion. Si (Vi,¢1)y (Va,p2) son cartas como arriba, entonces @1, ! es la identi-
dad o 1/z; en cualquier caso biholomorfa. Como claramente cubren R, R es una superficie
de Riemann con ellas. En coordenadas locales, f es la identidad o 1/z; y cada o € H es
también la identidad o 1/z. Por tanto, ambas son holomorfas. O

Observacién 2.4.5. Sea f : R — IP’%: la extension de f que construimos en la Proposicién
2.4.3. Desde ahora, sélo escribiremos f = f. Sea 7 un punto ideal de R y ponemos
p = f(m). Para cada E € 7 de nivel r, consideramos el cubrimiento fr = K, o f|g :
E — D(r) de grado finito e de la Proposicién 2.2.6. Por la Proposicién 2.2.5, existe un
homeomorfismo ¢ : £ — ]D(rl/e) con ¢ = fg. Este se extiende a un homeomorfismo

or: Ve=FEU{r} — D(O,rl/e) = D(rl/e) u {0}

que envia 7 a 0 (es un homeomorfismo porque las vecindades EuU {m} se corresponden
con los discos D(0,7/¢) por la parte (b) de la Proposicién 2.2.6).

Lema 2.4.6. Las cartas del Lema 2.4.4 y de la Observacion 2.4.5 le dan estructura de
superficie de Riemann compacta a R de modo que f : R — IFD}C es holomorfa, Ademds,
cada o € H se extiende de manera inica a un homeomorfismo holomorfo & : R — R
con foa=/f.

Demostracion. Primero, mostramos que una carta (Vy, pr) es compatible con las cartas
(V, ) del otro tipo. En las notaciones de la Observacién 2.4.5, tenemos que ¢S = fp =
kpo fen VN Vz, donde p = f(r). Por tanto oo ! es la funcién z — m;l(ze) o la funcién
2z 1/k, 1(2¢); y en cualquier caso es biholomorfa. Ahora, supongamos que (Vy, @) y
(V!,,¢,) son de la misma forma. Podemos asumir que 7 = 7’ (si no, la interseccién de
Vr y VI, esta cubierta por cartas del otro tipo); y luego podemos suponer que V; C V/,
por la Proposicién 2.2.6(b). Ponemos V; = EU{r}, con E € 7 de nivel r. Luego ¢ ¢ 1
es multiplicar por una raiz ¢ de la unidad (por la Proposicién 2.2.5(a)). Como z — (z
es biholomorfa, las cartas son compatibles. De esto, R es una superficie de Riemann
compacta.

Mostramos ahora que f es holomorfa. Alrededor de cada punto ideal m que no esta sobre
00, la representacion de f en cartas es f o ! = Ky 1(2¢), que es holomorfa. Asimismo,
si T estd sobre 0o la representacion de f en cartas serd 1/(r,!(2¢)); también holomorfa.
Asi, f es holomorfa en los puntos ideales, y por el Lema 2.4.4 es holomorfa en todo R.

Finalmente, sabemos que o € H se extiende tinicamente a un homeomorfismo & : R — R
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con foa = f (por la Proposicién 2.4.3). También sabemos del Lema 2.4.4 que « es
holomorfa en R. Consideremos una carta (Vy, ¢,), y notemos que (&(Vy),pr o a™!) es
otra carta de R. En estas coordenadas locales, & es la funcién z + ¢z (como més arriba);
y luego « es holomorfa. O

Observacion 2.4.7. Claramente, los homeomorfismos @ con « € H forman un grupo
con la composicion isomorfo a H bajo la funciéon o — @, asi que desde ahora escribimos
a = a. Esto identifica H con un grupo de automorfmismos de R como superficie de
Riemann. Este grupo actia transitivamente en cada fibra f~!(p); para p ¢ P no es més
que el hecho que f es Galois, para p € P es la Proposicién 2.2.6(c) (los puntos ideales
de f sobre p son los componentes E de f~! de D* como en la Proposicién).

Lema 2.4.8. Supongamos que g € M(R) satisface g o o = g para todo o € H. Luego,
g =g o f para algin ¢ € M(PL).

Demostracion. Como H actia transitivamente en cada fibra f~!(p), sigue que g toma
el mismo valor en cada punto de la fibra. Definimos ¢'(p) como este valor. Si U C
P{ \ (P U {oc}) estd contenido en un abierto fundamental de f y V es una componente
de f~1(U), entonces en U tenemos que ¢’ = go (f|y)~'. Como f|y : V — U es una
carta de R, ¢’ es meromorfa en U. Haciendo variar U vemos que ¢’ es meromorfa en
IP’%: \ (P U {oc}). Ademss, ¢’ es continua en cada p € P}, ya que localmente se puede
escribir en la forma ¢’ = g o (f)~! para cada punto de R (y luego es composicién de
funciones continuas). Por tanto, ¢’ es meromorfa en cada punto p € IP’(%: por el Corolario
1.3.5. Asi, ¢ € M(BL). O

Teorema 2.4.9. Sea f: R — IP’%: \ P un cubrimiento de Galois finito. Sea f : R — IP’}C
su extension a una funcion holomorfa en la superficie de Riemann compacta R (en la
notacion del Lema 2.4.6). Vemos H = Deck(f) como grupo de isomorfismos de R (como
en la Observacion 2.4.7). Sea M = M(R) el campo de funciones meromorfas en R, y
C(f) el subcampo de M generado por f y las funciones constantes C-valuadas. Entonces,
para cada o € H, la funcidn

o : M —> M

gr—>goof1

es un automorfismo de M. La extension M/C(f) es de Galois, y la funcidn

L1 H — Gal(M/C(f))

Qg

es un isomorfismo.
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Demostracion. Para g in M, go a~! estd en M porque « es un isomorfismo de R (y
por tanto es biholomorfa). Asi, ¢, estd bien definida. Es, ademds, claramente inyectiva
y sobreyectiva (g o @ +— g). Luego, ¢, es un automorfismo de M que fija C(f) (fija
f por el Lema 2.4.6). También es claro que (o3 = tqatg. Por lo tanto, a — 14 es un
homomorfismo de grupos de H a G < Gal(M/C(f)). El campo fijo de G consiste de los
g € M con goa = g para todo a € H. Por tanto, por el Lema 2.4.8, g = ¢’ o f con
g € M(PL). Como M(PL) = C(z) (por el Lema 1.3.13), sigue que g € C(f). Hemos
probado que el campo fijo de G en M es C(f). Por tanto, por el Teorema 1.5.24, M /C(f)
es de Galois con grupo de Galois G. Sélo falta mostrar que ¢ es inyectiva, asi que sea
a € H con 1, =id. Sea a € R, y p = f(a). Por el Teorema 2.1.16, existe una funcién
g € M que toma valores distintos dos a dos en f~!(p). Como b := a(a) € f~1(p) y
g(b) = ta(g)(b) = (9(a=1(b)) = g(a), sigue que a = b. Asi, a(a) = a y luego a = id por
el Lema 1.4.15, que es lo que queriamos. O

Teorema 2.4.10. Usamos las mismas notaciones que en el Teorema 2.4.9. Para cada
p € P, sea C;OP la clase de conjugacion de H = Deck(f) asociada con p en la Proposicion
2.2.6. Para cada p € PL, sea Cglg la clase de conjugacion de G = Gal(M/C(f)) asociada
con p en la Proposicion 2.3.18, para x = f. Entonces, Cglg =1 sip¢ P. Ademds, para
cada p € P, el isomorfismo 1 : H — G envia Cp” a C3¥. Por tanto, f: R — PL\ Py
M/C(f) tienen el mismo tipo de ramificacion.

Demostracion. Sea A = C((t)) el campo de series formales de Laurent sobre C (como en
la Definicién 2.3.1).

Caso 1: pe PL\ P.

Sea v € f~!(p). Hay una carta (V,¢) (como en el Lema 2.4.6) con v € V. Si p # oo,
podemos asumir que co ¢ (V) y ¢ = fly. Si p = oo, tenemos ¢ = 1/(f|y). Cada
g € M tiene una expansiéon en serie de Laurent alrededor de v de la forma

o

9= ailp — o))

i=N
en esta carta coordenada. Enviando g a ) ;2 \ a;t* tenemos un homomorfismo de campos

v: M— A

Este homomorfismo es claramente distinto de 0, asi que es inyectivo. Queremos computar
v(f). Sip=# oo, entonces f =9 =p+ (p —p(v)) en V, asi que v(f) =p+t. Sip= o0,
entonces f = 1/p = 1/(¢ — p(v)) en V, asi que v(f) = t~1. De esta forma, v : M — A
extiende la funcién v, : C(f) — C(t) de la Proposicién 2.3.18 para x = f. Luego, el
subcampo asociado L, en esta proposicién es simplemente A (contenido en la extensién
A/A) y por tanto generador distinguido w de la extensién asociada es la identidad. Luego,
el indice de ramificacién en p de M/C(f) es 1y por tanto Cg'9 = 1.

Caso 2: pe P.
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Sea 7 € f~!(p) un punto ideal. Sea (Vi, @) una carta coordenada alrededor de 7 como
en la Observacién 2.4.5. En particular, V; = EU{n} y ¢% =K, 0 f en V. Cada g € M
tiene una expansion en serie de Laurent alrededor de m de la forma

oo
9= bigh
i=N
y llevando g a > 7 b7 tenemos una inclusién

v:M— A =C((1))

con la notacién de 2.3.8. Aqui, queremos pensar en A = C((¢)) como subcampo de
Ae = C((7)), con t = 7°. Como arriba, v extiende v, : C(f) — A. En efecto, de
©% = Kp o f tenemos quef:m;loapfr =p+eSsipFtooy f =1/ sip=o0. Asi,
v(f) =p+7°=p+ten el primer caso y v(f) = 77¢ = t~! en el segundo. Sea w el
generador distinguido de Gal(A./A) (como en la Definicién 2.3.15). Por la Definicién de
la clase Cp% (en la Proposicién 2.3.18), contiene el elemento

viowouw.
Por la Definicién de la clase Cf,‘)p (en la Proposicién 2.2.6), contiene el generador dis-
tinguido hg del estabilizador de E en H. Por lo tanto, el Teorema sigue de mostrar
que
v(hg)=v lowor.

En efecto, por Definicién, hg fija E (y por tanto V) e induce el generador distinguido
del cubrimiento fr = ko f : E — D(r). Como ¢% = fg en E, ¢r 0 hp' = (pr (en E)
por la Proposicién 2.2.5(b). Para g € M como arriba, tenemos que

Uhp)(9) = gohg' =D bilprohy') = bilCepn)’ = Y (iCl)h
i=N i=N i=N
en una vecindad de 7. Por el Lema 2.3.10, w envia Y 5\ b8 a > o0 v (biCE) 7, asf que
(v owor)(g) = (v ow) (Z bﬂ') =v! (Z(mcﬁ)ﬁ') = u(hE)(9)
i=N i=N
que es lo que queriamos. |

Teorema 2.4.11. Sea L/C(x) una extension de Galois finita. Entonces, existe un sub-
conjunto finito P de IP’%: y un cubrimiento de Galois finito f : R — IP’%: \ P de modo que
existe un isomorfismo C-lineal L — M(R) enviando x a f; donde identificamos f con
su extension a R.
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Demostracion. Fijemos F(x,y) € C[xz,y| irreducible como polinomio en y sobre C(x) de
modo que L es campo de descomposicién de F' sobre C(x) (a priori, F(z,y) serd un ele-
mento de C(z)[y]. Sin embargo, podemos considerar el polinomio F'(z,y) = H(x)F(x,y),
donde H es el denominador comiin de los coeficientes de F'. Este nuevo polinomio F’ sf
es un elemento de C[z,y], es atin irreducible como polinomio en y y L seguird siendo su
campo de descomposicién sobre C(z)). Sea n el grado (en y) de F. Por el Lema 1.5.21,
s6lo hay finitos p € C para los cuales F'(p,y) tiene menos de n raices distintas. Sea P el
conjunto de estos p, ademéas de co. Sea R’ el conjunto de todos los (u, vy, ..., v,) € C"*1
con u € P&\ P, F(u,v;) = 0 para cada i y v1, ..., v, distintos dos a dos (v,...,v,, son
exactamente las raices de F(u,y)). Pensamos en R’ como espacio topoldgico con la to-
pologia inducida por C™**1.

Afirmacién 1: f: R — P\ P, (u,v1,...,v,) — u es un cubrimiento. El grupo simétri-
co S, actia naturalmente como Deck(f’) (permutando los v;).

Demostracion. Para cada ug € P}C \ P existen funciones holomorfas 1, ..., ¢, definidas
en una vecindad U de uy de modo que 1 (u), ..., (u) son exactamente las raices de
F(u,y) € Cly] para cada u € U (por el Colorario 1.3.7). Para cada o € S,,, denotamos

Vo = {(u>wa(1)(u)7 7¢U(n)(u)) tu € U}

ast, (f/)71(U) es la unién disjunta de los V,. La funcién

U— Va’v U= (uaqpa(l)(u)? ey wo’(n) (U))

es la inversa de f'|y,, asi que f’|y, es un homeomorfismo. Por tanto, f’ es un cubrimiento.
Afirmacién 2: Sea R una componente conexa de R’. Entonces, la restriccién de f' a R
es un cubrimiento de Galois finito f : R — PL\ P.

Demostracién. f = f’|r es un cubrimiento por el Lema 1.4.11. Sea u € IP’}C \Pyuv e
f~Y(u). Por la afirmacién 1, existe a € Deck(f’) enviando v a v'; y por lo tanto « envia
R a s{ mismo (porque R es una componente conexa de R’ que contiene v y v’). Lo
mismo es cierto para o~ !, asi que a se restringe a un automorfismo de f. Asi, como
Deck(f) actiia transitivamente en f~'(u), f es de Galois. Ademés, es finito porque
deg(f) < deg(f') =nl.

Afirmacién 3: Para cada i, la funcién g; : R — C, (u,v1,...,v,) — v; se extiende a una
funcién meromorfa g; : R — IP’}C que satisface la ecuacién F(f, g;) = 0.

Demostracion. Cada punto de R tiene una vecindad de la forma V;, y la funcién fly, es
una carta en R (con la estructura definida en el Lema 2.4.4). En estas cartas locales, g;
estd representada por la funcién holomorfa v,;); ast que g; es holomorfa en R. Miramos
M(R) como subcampo de M(R) (via restriccién). Asi, M(R) es algebraicamente cerrado
en M(R): en efecto, si h € M(R) es algebraico sobre M(R) entonces h es meromorfa en
cada uno de los finitos puntos de R\ R por el Lema 1.3.15. Para cada v = (u,v1, ..., v,) €
R tenemos que F'(u,v;) =0, y por tanto F(f(v),gi(v)) =0 para todo v € R. Luego f y
i, Vistos como elementos de M(R), satisfacen la ecuacién F(f, g;) = 0. Como f € M(R)
y M(R) es algebraicamente cerrado en M(R), sigue que g; € M(R).

Afirmacién 4: Las funciones g1, ..., g, generan M(R) sobre C(f)

Demostracion. Por el Teorema 2.4.9, cada elemento de Gal(M(R)/C(f)) es de la forma
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Lo, @ € Deck(f). Por tanto, basta probar que si ¢, fija g1, ..., gn entonces a = id (de este
modo, tendriamos que Gal(M(R)/C(f)(g1,...,gn)) = 1, ast que M(R) = C(f)(g1, .-, gn)
porque la extensién es de Galois). En efecto, en este caso, para todo v € R tenemos que
gi(v) = gi(a=(v)). Como también f(v) = f(a~'(v)), sigue que v = a~!(v) (porque
entonces o~ no mueve u ni v; en v). Asi, a = id.

Para concluir; como los g; satisfacen el polinomio irreducible F'(f,y) sobre C(f), sigue
de la afirmacién 4 que M(R) es el campo de descomposicién de F' sobre C(f). Asi, por
el Teorema 1.5.10, L ~ M(R); y de la construccién es claro que z + f. O

Ahora estamos preparados para mostrar la conexién que buscamos.

Teorema 2.4.12. (de Ezistencia de Riemann: Version Algebraica) Sea T = |G, P, (Cp)pep]
un tipo de ramificacidn, sea r = |P| y etiquetamos P por p1, ..., pr. Entonces, eziste una
extension de Galois finita de C(x) de tipo T si y sdlo si existen generadores g1, ..., g, de
Gceongr--g-=1yg€Cp,

Demostracion. Supongamos que existen los generadores gy, ..., g, con estas propiedades.
Por el Teorema 2.2.13, existe un cubrimiento de Galois finito f : R — PL \ P de tipo T
Por el Teorema 2.4.10, la extension de Galois M /C(f) asociada tiene el mismo tipo de
ramificacién. Reciprocamente, sea L/C(x) una extensién de Galois finita. Por el Teorema
2.4.11, podemos asociar a esta extensién un cubrimiento de Galois finito f : R — IP’(%: \ P.
Por el Teorema 2.4.10, los puntos branch py,...,p, de L son exactamente los elementos
de P con C} # 1. Asi, por el Teorema 2.2.13, el grupo Deck(f) tiene generadores
hi,...h. con hy---h, = 1y h; € C;;fp para cada 4. Asi, las imégenes de hy, ..., h,
bajo el isomorfismo ¢ del Teorema 2.4.10 son generadores de Gal(M(R)/C(f)) con las

propiedades andlogas. Esto prueba el Teorema porque L ~ M(R) (por el Teorema
2.4.11). OJ

Corolario 2.4.13. Todo grupo finito es realizable sobre C(x).

Ejemplo 2.4.14. Como ejemplo, realizaremos la familia de grupos diedrales D,, como
grupos de Galois sobre C(x). D,, estd generado por dos elementos: una rotacioén r de orden
n y una simetria s. Por la demostracién del Teorema 2.2.8, podemos tomar X = C\{0,1}
y el cubrimiento

f:R=XxG—P:\{0,1,00}, (2,9)+ z,

con clases de conjugacién r € Cp, s € O, (rs)~! € Cs. Notemos que este cubrimiento
tiene grado 2n = |D,,|. Ahora, pensamos en la extensién de f a una superficie de Riemann
compacta f : R — Pl (como en la Proposicién 2.4.3). Alrededor de los puntos en f~1(0),
la, Proposicién 2.2.6 (¢) nos dice que f se comporta como un cubrimiento de grado n;
porque n es el orden comtun de los elementos de Cy. Asi, el indice de ramificacién de
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f en un punto en f~1(0) es n. Razonamos andlogamente sobre 1 e co para ver que el
indice de ramificacién en las preimdgenes de estos puntos es 2. Ademds, como el grado
de f como funcién holomorfa entre superficies de Riemann es 2n, tenemos que

> (kp—1) = Y (k-1 =4n-2.

peR pEf~1({0,1,00})

Por tanto, por el Teorema 1.3.23, tenemos que:

2g(R) —2=d(29(Pt) —=2) + ) (kp —1) = —2d+ Y (ky — 1)
pER pER
y luego,
29(R) — 2= —4n +4n — 2

lo que implica que g(R) = 0. Por tanto, cada grupo diedral D,, se puede realizar como
grupo de automorfismos de IP’%: de manera que el cociente por su acciéon sea una vez mas
]P’%:, de manera similar a como lo hicimos en la Observacion 2.2.3. Con esto en mente, y en
este caso en particular, podemos encontrar un ejemplo especifico de funcién holomorfa
g: ]P’(lC — ]P’(lC que realice D,,. En primer lugar, notemos que las funciones

friz— Gz
1

fsiz2— -
z

generan un grupo de automorfismos de ]P’}c isomorfo a D, (para esto basta ver que
fsfefs = f271). Asi, g serd una funcién racional (ya que sabemos que M(PL) = C(2))
que queda invariante por f, y fs (en el sentido que g = go f;) y cuyo grado como funcién
holomorfa sea 2n = |D,|. Claramente z — 2" es invariante por f,. Sin embargo, no es
tan obvio qué funcién racional es invariante por fs, por lo que introducimos el cambio
de coordenadas

z—1
w(z) = P
que tiene la propiedad w(1/z) = —w(z) (hemos encontrado este cambio de coordenadas

2. una transformacién de

enviando los puntos fijos de f; a los puntos fijos de w — w
orden 2 mucho més simple de estudiar). Asi, w(z)? es invariante por f;. Por tanto, una
funcién racional invariante por tanto f,. como fs es g(z) = w(z")?, es decir,

(" —1)?

g9(z) = W

que es una funcién holomorfa IP’%: — IP’%: de grado 2n. Por tanto, la funcién g realiza D,
como grupo de automorfismos de IP’(%:. Asi, por el Teorema 2.4.9, la extensién

M(PE)/C(g) = C(2)/Clg)

es de Galois con grupo de Galois D,,, y luego el Teorema 2.4.11 nos da la identificacién
que queriamos.
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Observacién 2.4.15. Como en este caso R resulté tener género 0, encontrar una fun-
cién que realizara el grupo D,, fue més sencillo de lo usual. No es tan obvio cémo se
podria hacer esto en el caso mas general; y de hecho no hay mucha literatura al respecto
de construcciones en el marco del Teorema de Existencia de Riemann, o de versiones
‘efectivas’ del mismo. Para una referencia al respecto de algunos trabajos en este sentido,
se puede ver [28] o [29].

Ejemplo 2.4.16. También como ejemplo, realizamos la familia de grupos simétricos
Sp. Por [35, Teorema 2.5], {g1,92} con g1 = (12) y g2 = (12...n) es un conjunto de
generadores para S,,. Asi, por el mismo argumento que en 2.4.14, tenemos un cubrimiento
f: R — Pl de grado n! = |S,| y con ramificacién 2 en los puntos de f~'(0), n en los
puntos de f~1(1) y n — 1 en los puntos de f~!(o0) (porque g; tiene orden 2, go tiene
orden n y (g192)~! tiene orden n — 1) y sin ramificacién fuera de estos. Asf, el Teorema
1.3.23 nos dice que

n n —

_ n! n! n!
29(R)—2:—2n!+<2+(n—1)+ 1(n—2)>

y luego
— 1
g(R)=1+ 1(712 —5n+2)(n—2)!

que es una funcién creciente de n. Esto muestra que S, se realiza, con nuestro método,
en superficies de género 0 para S3 y Sy y con superficies de mayor género para valores
mayores de n (por ejemplo, S5 se realiza en género 4, Sg en género 49 y Sig en género
524161. No es necesario decir que ese nimero crece bastante rapido).

Ejemplo 2.4.17. Finalmente, realizamos la familia de grupos alternos A,,, con n > 4.
Separamos este en dos casos:

1. n impar. Por [35, Teorema 3.5], {g1,92} con g1 = (123) y g2 = (12...n) es un
conjunto de generadores para A,. Una vez més por el mismo argumento de 2.4.14,
existe un cubrimiento f : R — P§ de grado n!/2 = |A,| con ramificacién 3 en los
puntos de f~1(0), n en los puntos de f~1(1) y n en los puntos de f~!(occ) (porque
g1 tiene orden 2, g5 tiene orden n y (g1g2) ! tiene orden n) y sin ramificacién fuera
de estos. Por el Teorema 1.3.23, tenemos que

n! n!

— n!
2g9(R) —2=—n!+ (26 + %(n— 1) + %(n— 1))

y luego

o(B) =1+ %(n— 3)(n—1)!

donde de nuevo tenemos una funcion creciente de n. Este método realiza As en
género 9; y una vez méas crece muy rapido: realiza Aj; en género 4838401.

Sofia Pérez Garbayo 2020



2 El Teorema de Existencia de Riemann 52

2. n par. Por [35, Teorema 3.5], {g1, g2} con g1 = (123) y g2 = (23...n) es un conjunto
de generadores para A,. Una vez mas por el mismo argumento de 2.4.14, existe un
cubrimiento f : R — P{. de grado n!/2 = |A,| con ramificacién 3 en los puntos de
f70), n — 1 en los puntos de f~!(1) y n — 2 en los puntos de f~*(c0) (porque g;
tiene orden 2, g tiene orden n— 1y (g1g2) ™! tiene orden n — 2) y sin ramificacién
fuera de estos. Por el Teorema 1.3.23, tenemos que

29(R) — 2= —nl + (26 + Q(R”i (n=2)+ Q(n”i 5~ 3))
y luego - -
g(R) =1+ n!m

donde de nuevo tenemos una funcién creciente de n. Este método realiza A4 en
género 2; y una vez mas crece muy rapido: realiza Ajg en género 693001.

Observacién 2.4.18. Una funcién Magma que puede calcular el género de la superficie
de Riemann obtenida por este método es la siguiente:

genus:=function(G) ;

L:=Setseq(Generators(G));

S:=L cat [&*L];

return (2-2x0rder(G)+&+[0Order (G)*(0Order(g)-1)/0rder(g) : g in S]1)/2;
end function;

donde G es un grupo finito. Esto ocupa generadores para G calculados por Magma, por
lo que algunos resultados de este programa difieren de los que hemos obtenido hacia
arriba. Por ejemplo, Magma realiza A4 sobre una superficie de género 3; lo que muestra
que diferentes elecciones de generadores cambian la superficie que obtenemos.

Observacién 2.4.19. Se puede mostrar, de hecho, que los subgrupos finitos de Aut(IP’%:)
son necesariamente isomorfos a C,, D,,, A4, A5 0 Sy (ver [27, Lema 3.1]).

Cerramos la seccién detallando un poco mas la equivalencia entre cubrimientos y exten-
siones que hemos evidenciado.

Lema 2.4.20. Sean s,n € N. Existe un grupo finito H = H,, s con generadores hi, ..., hs
que satisface:

(a) Para cualquier grupo G de orden < n y ¢1,....,9s € G, existe un homomorfismo
H — G enviando h; a g;.

(b) La interseccion de todos los subgrupos normales de H de indice < n es trivial.
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(c) Si hY,..., k. son generadores de un grupo H' que satisface (b) entonces existe un
homomorfismo sobreyectivo H — H', h; — hl.

(d) Sihl,...,h, son generadores de H existe un automorfismo de H enviando h; a hl.

Demostracion. Sea Fs el grupo libre en s generadores. Notemos que F; tiene finitos
subgrupos normales de indice < n ya que cada uno es el nicleo de un homomorfismo
¢ : Fs — G, con G de orden < n (por el primer Teorema de isomorfismo). Construimos
H,, s como el cociente de Fs por la interseccién de todos estos subgrupos normales. Este
grupo es finito por lo anterior y el segundo Teorema de isomorfismo. Adems4s;

= cumple (b): sea K el subgrupo de Fs tal que H, ; = Fs/K. Sea G/K un subgrupo
normal de H, ¢ de indice < n. Se tiene:

Hn,S/(G/K) :(]:S/K)/(G/K) :]:s/G

por el tercer teorema de isomorfismo. Luego, G también tiene indice < n en F;.
Por tanto, como la interseccién (| G/K de todos los subgrupos de indice < de Hj, 5
contiene K,

Hn,s/ﬂg/[( :fs/ﬂg ~ H,
y luego NG/K =1,

» cumple (c): tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Fo —— H'

donde ¢(f;) = hl y m(fi) = hi. Estas funciones inducen un homomorfismo sobre-
yectivo ¢ si K C Ker(p), asi que sea = € K. La funcién ¢ es sobreyectiva, as{ que
»(x) estd en todos los subgrupos de indice < n de H'; cuya interseccién es trivial
por hipétesis. Sigue que z € Ker(p);

» cumple (a) por el mismo argumento de (c), notando que la interseccién de los sub-
grupos normales de indice < n de G es trivial porque 1 es uno de estos subgrupos;

= cumple (d) porque existe un endomorfismo sobreyectivo enviando h; en h por (c).
O
Corolario 2.4.21. Sean P C P} finito y s = |P| — 1. Para cada n > 2, consideremos

el compositum K, (P) de todas las extensiones finitas de Galois de C(x) de grado < n
con puntos branch contenidos en P (dentro de alguna clausura algebraica de C(z)).
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Entonces, K,(P)/C(z) es una extension finita de Galois con Gal(K,(P)/C(x)) ~ H, s
y con puntos branch en P. Reciprocamente, si K/C(x) es una extensidn finita de Galois
con Gal(K/C(x)) ~ H, s y puntos branch contenidos en P, entonces K = K,(P).

Demostracién. Por el Teorema 2.4.12, existe una extensién finita de Galois K/C(x)
con grupo de Galois isomorfo a H, ¢ y puntos branch en P (aplicando el Teorema a
hi,...;het1 € Hy s, donde hgy1 = (hy--- hs)™1). La condicién (b) del Lema 2.4.20 implica
que K es el compositum de las extensiones finitas de Galois L;/C(x) de grado < n
contenidas en K; ya que, por el Teorema 1.5.22, tenemos la siguiente situacion:

K 1

Iy / \ Ly Ny N
PN
C(z)

donde cada N; es el subgrupo normal de H, ; asociado al subcampo L;. Como la inter-
seccién de estos es trivial, el subgrupo asociado al compositum de L, ..., L es trivial, y
por tanto la extensién K/Lj--- Ly es de grado 1. Cada una de estas extensiones tiene
sus puntos branch en P, ya que un elemento de Gal(K/C(z)) es trivial si y solo si es
trivial en cada L, y por tanto la clase C, se “restringe” por la Proposicién 2.3.18.

Ahora, sea L/C(x) cualquier extensién finita de Galois de grado < n con puntos branch
contenidos en P, y sea K’ el compositum de L y K. Asi, K’ también tiene puntos branch
contenidos en P, y luego por el Teorema 2.4.12 el grupo H' = Gal(K'/C(x)) puede ser
generado por s elementos. Como K es compositum de extensiones de grado < n, K’
también lo serd; asi que la interseccién de todos los subgrupos normales de H’' de indi-
ce < n es trivial (por el Teorema 1.5.22 y el mismo argumento de arriba). Asi, sigue
del Lema 2.4.20(c) que |H'| < |Hps|. De aqui, K’ = K, y por tanto L C K. Sigue
que K = K,(P), porque todas las extensiones que cumplen las mismas condiciones de
L/C(z) estdn contenidas en K; y K es compositum de todas ellas. O

Proposicién 2.4.22. Sea G un grupo finito, y P C P! finito. El nimero \(G, P) de
extensiones finitas de Galois de C(x) con grupo de Galois isomorfo a G y puntos branch
contenidos en P es finito e igual al nimero de drbitas de Aut(G) en el conjunto de
sistemas generadores de G de largo s = |P| — 1.

Demostracion. Por el Corolario 2.4.21 y el Teorema 1.5.22, A\(G, P) es igual al nimero
de subgrupos normales N de H, s con H, /N ~ G, con n = |G| y s = |P| — 1. Este
N es el nicleo de un homomorfismo sobreyectivo 1 : Hy, s — G determinado por las
imégenes g1, ..., gs de hi, ..., hs. g1,...,gs generan G, y cualquier sistema de generadores
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estd asociado a algin ¢ por la Definicién de H,, 5. Dos elecciones de 1,9 tienen el mismo
nicleo si y sélo si existe un automorfismo de G enviando g; a los ¢, correspondientes.
Para los sistemas de generadores, esto significa que (¢}, ...,q,,) = a- (g1, ..., gn), donde «
actia componente a componente en n-uplas de elementos del grupo. Por lo tanto, A es
igual al nimero de 6rbitas de Aut(G) en sistemas generadores de G de largo s. O

Teorema 2.4.23. Sea G un grupo finito, P C P}C finito, y q € P}C \ P. Hay una corres-
pondencia biyectiva entre los siguientes objetos:

(a) Las clases de C(z)-isomorfismo de extensiones de Galois L/C(x) con grupo de Galois
isomorfo a G y puntos branch contenidos en P.

(b) Las clases de equivalencia de cubrimientos de Galois f : R — IP’%: \ P con grupo de
automorfismos isomorfo a G.

(c) Las clases de equivalencia de cubrimientos ramificados f : R — IP’}C, con R una
superficie de Riemann compacta y conexa, con conjunto de puntos branch contenido
en Py que tienen un subgrupo H < Aut(R) isomorfo a G y de modo que cada
h € H cumple que f oh = f y ademds es transitivo en cada fibra f~(p); bajo la
relacion de equivalencia fi : Ry — IP’}C ~ fo: Ry — ]P’(lC st y solo si existe una funcion
biholomorfa o : R — Ry con faoa = fj.

(d) Los subgrupos normales del grupo fundamental m (PL \ P,q) con cociente isomorfo
aG.

La correspondencia entre (a) y (b) estd dada asociando f con las extensiones L/C(x)
para las cuales existe un isomorfismo C-lineal L — M(R) que envia x a f (donde R estd
construido como en la Proposicion 2.4.3); mientras que la correspondencia entre (b) y
(d) estd dada asociando f con el kernel de la sobreyeccion @y : mi(PL \ P, q) — Deck(f)
de la Proposicién 2.2.2, para cualquier b € f=1(q); y la correspondencia entre (b) y (c)
estd dada asociando f a su extension f de la Proposicion 2.4.3.

Demostracion. Comenzamos con la correspondencia entre (b) y (d). Notemos que el
niicleo de ®; no depende de b. En efecto, para otro v’ € f~!(q); si denotamos por o el
elemento de Deck(f) tal que o(b) = b y ¥ € Inn(Deck(f)) con ¥(a) = coaoo™!, se
tiene que @ = ¥ o ®;. Es claro que cubrimientos equivalentes tendran asociado el mis-
mo subgrupo normal. Reciprocamente, dos cubrimientos asociados al mismo subgrupo
normal son equivalentes por el Lema 1.4.13. Asi, basta ver que cada subgrupo normal N
de ' = 11 (PE\ P, q) con I'/N ~ G es de la forma Ker(®,) para algiin espacio cubriente f.
Si 0o € P, esto sigue del Teorema 2.2.8 tomando ¢y, ..., g, como las imagenes de 71, ..., Tn
en G a través de la proyeccién 7. El caso general sigue de un cambio de coordenadas.

Queremos contar el nimero de elementos en (b) y (d), digamos A. Sea n = |P| — 1.
Por el Corolario 2.2.9, T" es libre de rango n, con generadores 71, ..., V. Asi, existe una
correspondencia entre los homomorfismos sobreyectivos ¢ : I' — G y los sistemas de
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generadores g1, ..., g, de G de largo n, dada por g; = ¢(7;). Dos de estos homomorfismos
tienen el mismo niicleo si y s6lo si ¢’ = agp para algin « € Aut(G). Por lo tanto, A es
igual al nimero de érbitas de Aut(G) en sistemas generadores de G de largo n (al igual
que en la Proposicién 2.4.22).

Ahora, mostramos la correspondencia entre (a) y (b). Por el Teorema 2.4.11, cada espacio
cubriente f tiene asociada una extensién L/C(z). Claramente, espacios cubrientes equi-
valentes tienen asociada la misma extensién médulo C(x)-isomorfismo. Por tanto hemos
definido una funcién entre los objetos en (b) a los objetos en (a), que es sobreyectiva
por el Teorema 2.4.11. Basta entonces probar que (a) tiene exactamente A elementos, y
que A es finito. Esto sigue de la Proposicion 2.4.22.

Finalmente, mostramos la correspondencia entre (b) y (c). Por la Proposicién 2.4.3 y el
Lema 2.4.6; cada espacio cubriente f se asocia con su extensién f a una superficie de
Riemann compacta y conexa que cumple la condicién del subgrupo. El mismo argumento
en estos resultados que muestra que un elemento de Deck(f) se extiende a una funcién
holomorfa R — R muestra que si tenemos dos espacios cubrientes f; : R; — PL\ Py
un homeomorfismo g : Ry — Ro que cumple que f; = f2 o 3; este se extiende a una
funcién holomorfa y biyectiva 8 : R — Ry. Como lo mismo es cierto para S~!, hemos
definido una funcién entre los objetos en (b) a los objetos en (c). Esta funcién tiene
inversa: a cada cubrimiento ramificado f : R — ]P’(lC de este tipo podemos quitarle su

conjunto de puntos branch P’ C P y su preimagen ?_1(P’ ) para obtener una funcién
f: E\fﬁl(P' ) — P&\ P'. Notemos que f es un cubrimiento de Galois por la condicién
de transitividad de H y porque R es conexo (y por tanto todas las fibras tendrén la
misma cardinalidad). Esto muestra la correspondencia. O

Observacion 2.4.24. El Teorema 2.4.23 tiene una versién més general si quitamos la
hipotesis de ser de Galois en todas partes. Mds especificamente, se puede mostrar que
existe una correspondencia entre los siguientes objetos:

(a) Las clases de C(z)-isomorfismo de extensiones L/C(z) con puntos branch contenidos
en P.

(b) Las clases de equivalencia de cubrimientos f : R — PL\ P.

(¢) Las clases de equivalencia de cubrimientos ramificados f : R — ]P’(lc, con R compacta
y conexa y puntos branch en P.

(d) Las clases de conjugacién de subgrupos del grupo fundamental 71 (P§ \ P, q).

Este resultado es una combinacién de los encontrados, por ejemplo, en [23, Teoremas
2.3.4,3.2.7y 3.3.7] en el caso especifico de P{: como imagen para los cubrimientos. Estos
Teoremas estan de hecho enunciados de manera ain mas general, pero estas formulacio-
nes requieren lenguaje extra que esta fuera del alcance de este trabajo.
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3 Hacia el Problema Inverso de Galois
Clasico

Un posible estudio del Problema Inverso de Galois clasico se beneficia mucho del acer-
camiento que acabamos de hacer hasta aqui. Comenzamos con una primera Definicién:

Definicion 3.0.1. Sea G un grupo finito, K un campo. Una realizacién de G sobre K
es una extensién de campos L/K con Gal(L/K) ~ G.

Estas realizaciones pueden ser sujetas a un proceso de descenso. En efecto, si G es un
grupoy 1, ..., T, son elementos trascendentales sobre Q, podemos encontrar extensiones
de campos de modo que se tenga la siguiente evolucién:

Realizacién de G sobre C(x)

|

Realizacién de G sobre Q(x1, ..., Tp,)

|

Realizacién de G sobre Q.

La primera flecha es definitivamente la mas complicada: no sabemos si todos los grupos
realizables sobre C(z) lo son sobre Q(z1, ..., ;). Sin embargo, con una condicién (bas-
tante fuerte de hecho) impuesta sobre el grupo G, es posible obtener un resultado que
nos permite descender: la existencia de una n-upla rigida de clases de conjugacién de
(. Hablamos un poco de esta condicién y del método que le da nombre en la seccién
3.1.

La segunda flecha es muchisimo ma&s simple: una vez que tenemos demostrado el Teo-
rema de Irreducibilidad de Hilbert, obtenemos como consecuencia bastante directa
de él que todo grupo realizable sobre Q(z1, ..., ) lo es también sobre Q. Hablaremos
un poco de este resultado en la seccion 3.2.
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3.1. El Método de Rigidez

Como pretendemos realizar grupos sobre Q(zx1, ..., Z;,), comenzamos con una primera
Definicién. Durante esta seccién, L, k y K serdn siempre campos.

Definiciéon 3.1.1. Sea G un grupo finito. Decimos que G ocurre regularmente sobre
K si existe algin entero m > 0 y alguna extensién de Galois L/K (21, ..., T ), donde
x1, ..., Ty son elementos trascendentales sobre K, de modo que K es algebraicamente
cerrado en Ly Gal(L/K (21, ....,xm)) ~ G

Un obstaculo importante en nuestro descenso es el hecho de que pueden existir multiples
extensiones no isomorfas con el mismo tipo de ramificacién (las hemos contado, de hecho,
en la demostracién del Teorema 2.4.23). Esto motiva la Definicién de rigidez.

Definicién 3.1.2. Sea (C4, ..., C,) una r-upla de clases de conjugacién de un grupo G.
Decimos que es débilmente rigida en G si

(a) existen generadores g1,...,g, de Gcongy--g- =1y g, € Cy, y

si g}, ..., g, es otro sistema de generadores de G con las mismas propiedades, entonces
b) si g} ! es otro sist d dores de G con las mi iedad t
existe un unico automorfismo v de G con y(g;) = g

Adem4s, decimos que es rigida si cumple (a) y en (b) el automorfismo v es un auto-
morfismo interno.

Observacién 3.1.3. La unicidad en el caso rigido es equivalente a la condicién de que
el centro Z(G) sea trivial. En efecto, si g, h son dos elementos de G con gg;g~ ' = gl =
hg;h~! para cada i, entonces hlgg; = g;h™'g; es decir, que h~'g conmuta con cada
generador g; y luego h™'g € Z(G); por lo que si Z(G) es trivial entonces h = g. Por otra
parte, si Z(G) no es trivial entonces cualquier elemento no trivial z € Z(G) es tal que
929i(92) ™' = ggig™! = gi, en contradiccién con la unicidad.

Definicién 3.1.4. Un tipo T = [G, P, C] es rigido (débilmente rigido) si los elemen-
tos de P se pueden etiquetar como py, ..., p, de modo que las clases C; = C), forman una
r-upla rigida (débilmente rigida) en G.

Se puede probar que si (C1, ..., C;) es (débilmente) rigida sigue siéndolo después de una
permutacién de los C;, asi que la eleccién de estas etiquetas no importa.

Teorema 3.1.5. [32, Teorema 4.4.8] Para cada tipo débilmente rigido T existe una unica
extension finita de Galois de C(x) de tipo T (salvo isomorfismo).
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Idea de la Demostracion. La existencia viene del Teorema 2.4.12. Para la unicidad, consi-
deramos dos extensiones L1 /C(x) y La/C(x) del mismo tipo dentro de alguna extensién
finitamente generada L/C(x), y el homomorfismo por restriccién

pj : G =Gal(L/C(z)) = G; = Gal(L;/C(x)).

Por una parte, el Teorema 2.4.12 induce generadores p;(g1), ..., p;j(gr) de G; con las
propiedades del Teorema; mientras que el hecho de que L y Lo tengan el mismo tipo
significa que existe un isomorfismo ¢ : Go — G enviando C’,(,Z) a CI(,I) para todo p € P.
Por tanto el conjunto de generadores {e(p2(gx))}}_, satisface las mismas condiciones que
el conjunto {p1(gx)}}_- La rigidez implica que existe un automorfismo 6 de G enviando
e(p2(gx)) a p1(gr) para cada k. Por tanto v = § o € es un isomorfismo de Gy en Gy que
envia po(gr) en p1(gr), ast que p; = o po. Sigue que Ly = LKer(p) = [Ker(p2) — 1, ]

Observacion 3.1.6. Es claro que las extensiones abelianas (es decir, aquellas con grupo
de Galois abeliano) de C(z) tienen tipo débilmente rigido, y por el Teorema 3.1.5 estdn
unicamente determinadas por él. Esto las hace mucho mas fdciles de manejar que aquellas
no abelianas, y por tanto no es sorprendente que sean tan usadas, por ejemplo, en Teoria
de Numeros. El detalle que si es sorprendente es que la clase de extensiones tinicamente
determinadas por su tipo contiene muchas extensiones con grupos de Galois simple y no
abeliano.

La principal pregunta de este acercamiento es la siguiente: dada una extensién L/K (z)
finita y de Galois y un subcampo k C K, ;existe algin subcampo L C L de modo que
Gal(Ly/k(z)) ~ Gal(L/K (z))? Esto motiva la siguiente Definicién:

Definicién 3.1.7. Dado un subcampo k& C K, la extensién de Galois L/K(z) estd
definida sobre k si existe un subcampo Ly C L de modo que Li/k(x) es de Galois, k
es algebraicamente cerrado en Ly y [Ly : k(z)] = [L : K(x)].

Esto es suficiente por el siguiente Lema:

Lema 3.1.8. [32, Lema 5.1.3] Si L/K(x) estd definida sobre k, entonces
Gal(L/K(z)) ~ Gal(Ly/k(x))

a través del homomorfismo de restriccion a Ly.
Idea de la Demostracion. Primero notamos que un elemento primitivo de la exten-
sién Ly/k(x) es también primitivo para L/K(z), y por tanto cualquier elemento de

Gal(L/K (z)) deja Ly invariante. El resultado sigue porque el homomorfismo de restric-
cion es inyectivo entre grupos del mismo orden. (]
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Lema 3.1.9. [32, Lema 5.1.6] Si L/K(x) estd definida sobre k y k es algebraicamente
cerrado, entonces L/ K (x) y L /k(x) tienen el mismo tipo.

Idea de la Demostracion. Basicamente la demostracion de la Proposicion 2.3.18, haciendo
uso de la extension de v, natural. La igualdad de tipos se tiene por la restriccién andloga
de la parte (d). O

Definicién 3.1.10. Sea o € Aut(k). Extendemos « a un automorfismo de k(z) fijando
x. Consideramos dos extensiones finitas y de Galois L/k(z) y L'/k(z). Un isomorfismo
A : L — L' que cumple que /\|k(x) = « es un a-isomorfismo.

Observacion 3.1.11. Cada a-isomorfismo A induce un isomorfismo de grupos

N Gal(L/k(x)) — Gal(L'/k(x)), o+ AoA™h

Lema 3.1.12. [32, Lema 5.1.9] Sean K = k y L/K(z) una extensién de Galois finita
con grupo de Galois G de modo que Z(G) = 1. Si para cada o € Gal(K/k) existe un
a-isomorfismo A : L — L con \* = id, entonces L/K (x) estd definida sobre k.

Idea de la Demostracion. La extension L/K () estd definida en una extensién finitamente
generada ki de k (agregando las raices del polinomio minimo de un elemento primitivo
de L/K(x)). Ponemos Ly = Lg,. Consideremos «; € Gal(k;/k) y lo extendemos a « €
Gal(K/k); que por hipétesis tiene un a-isomorfismo A con A\* = id. El campo intermedio
Ly es tnico con la propiedad de ser Galois sobre ki(x) y de que kp es algebraicamente
cerrado en L; (aqui ocupamos el hecho de que el centro del grupo de Galois es trivial), asf
que A(L1) = L;. La restriccién A|r, = Aj resulta ser un ag-isomorfismo; lo que luego de
un célculo implica que Gy := Gal(L1/k(x)) es el producto directo de H := Gal(L;/k1(z))
y el centralizador C' de G en H. Si tomamos Li como el campo fijo de C' en L,
Gal(Ly/k(z)) ~ H/C ~ G1 ~ G. Finalmente, k es algebraicamente cerrado en Ly
porque k1 loes en Ly, Ly Nki(z) = k(x) y Ly C L. O

Definicién 3.1.13.

1. Una clase de conjugacién C de un grupo G es racional si C™ = C para todo
entero m < |G| con med(m, |G|) = 1.

2. Un tipo T' = [G, P,C] es k-racional si P C kU {occ} y para cada p € Py
a € Gal(k/k),

a) afp) € P,y

b) Ca(p) = C’;”, donde m es el entero tal que ofl(g“n) = (™, (, es una raiz
n-ésima de la unidad en k y n = |G]|.
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Ademss, si k = Q decimos que T es simplemente racional.

Observacién 3.1.14. Un tipo T = [G, P, C] es k-racional si P C kU {oc} y cada clase
C € C es racional.

El siguiente sera nuestro principal teorema de descenso.

Teorema 3.1.15. [32, Teorema 5.2.2] Sean K =k y L/K(x) una extension finita y de
Galois. Si el tipo T de la extension es rigido y k-racional, entonces L/ K (x) estd definida
sobre k.

Idea de la Demostracion. La rigidez de T implica que G = Gal(L/K(x)) tiene centro
trivial. Dado a € Gal(K/k), lo extendemos a K(z)[y| fijando x,y. El automorfismo «
induce un a-isomorfismo

A: L= K(x)yl/(F) = L' = K(x)[y]/(aF),

donde F es un polinomio irreducible en K(z)[y]. Sea G' = Gal(L'/K(z)). Se puede
mostrar que la rigidez de T', la k-racionalidad de T' y la trivialidad de Z(G) implican que
A* envia las clases de conjugacién destacadas C; de G a las clases destacadas C’('J de G;
por tanto L/K(z) y L'/K(z) tienen el mismo tipo de ramificacién. Por el Lema 3.1.5,
existe un K (x)-isomorfismo p : L' — L. Definimos ¥ = po) : L — L. Un célculo muestra
que U* fija todas las clases de conjugacion, asi que ¥* debe ser un automorfismo interno
(el automorfismo que fija las clases de conjugacién es tnico por la rigidez de T'). Sea
g € G tal que U*(h) = ghg~!. Otro calculo muestra que ® = g~'¥ es un a-isomorfismo
con ®* = id, as{ que L/ K (x) estd definida sobre k por el Lema 3.1.12. O

Teorema 3.1.16. [32, Teorema 5.2.3] Si T = [G, P,C] es un tipo rigido y k-racional,
con k C C; entonces existe una unica extension de Galois finita L/C(x) de este tipo.
Esta extensidn estd definida sobre una extension puramente trascendental k(tq, ..., t,) de
k y G ocurre regularmente sobre k.

Idea de la Demostracion. L/C(x) existe por el Teorema 2.4.12 y es tinica por el Teorema
3.1.5. Por el mismo argumento que en la demostracién del Lema 3.1.12, L/C(x) estd
definida en una extensién ki = k(ty,...,t,) de k. Si tomamos algunos ti, ...,ts de estos
generadores de modo que sean maximales con respecto a ser algebraicamente indepen-
dientes, entonces k1/ko con kg = k(t1, ..., ts) es finita y ko/k es puramente trascendental.
Sea K = ki. Por un argumento similar al de la demostracién del Lema 3.1.8, L/C(x)
estd definida sobre K, y por el Lema 3.1.9 L/C(x) y Lk /K tienen el mismo tipo. T" es
k-racional, asi que por restriccién también es kg-racional. Esto implica que el tipo de
Lk /K es ko-racional, as{ que Li /K estd definida sobre kg por el Teorema 3.1.15. Asi,
Ly, es tal que

Gal(L/C(z)) ~ Gal(Lx /K (x)) ~ Gal(Ly, /ko(z)) = Gal(Ly, /k(t1, .., ts, z)).
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Concluimos porque k es algebraicamente cerrado en ky y este a su vez lo es en Ly, por
Definicién, asi que k lo es en Ly, . O

Corolario 3.1.17. S5i G es un grupo que tiene una r-upla rigida de clases de conjugacion
(C1,...,Cp), con C; racionales, entonces G ocurre regularmente sobre Q.

Idea de la Demostracion. Directo del Teorema 3.1.16, usando la Observacion 3.1.14. [

Esto es, por supuesto, lo que queriamos lograr.

Observacion 3.1.18. En su celebrado articulo [6], John Thompson encontré una 3-upla
rigida de clases de conjugacién racionales (Cy,Cy,C3) del Monster Group M; donde
el orden comun de los elementos de C1, Cy y C5 es 2,3 y 29, respectivamente. Este
resultado, junto al Corolario 3.1.17 y la Seccién a continuacién, mostrardn que este
grupo es realizable sobre Q.

3.2. EIl Teorema de Irreducibilidad de Hilbert

Una vez que hemos realizado los grupos sobre Q(z1, ..., ), nos embarcamos en su reali-
zacion sobre Q. Nuestra Definicién mds importante para estos propdsitos es la siguiente:

Definicién 3.2.1. Un campo K se dice hilbertiano si para cada polinomio irreducible
f € K[z, y] existen infinitos b € K de modo que fy(y) := f(b,y) es irreducible en K|[y].

Esta Definicién serd importante porque ser hilbertiano es suficiente para que un campo
permita realizar este proceso de descenso. Para mostrar esto, requeriremos algunos le-
mas previos. Durante esta seccion, L y K seran siempre campos de caracteristica 0; y
utilizaremos la expresion “casi todos” para referirnos a todos salvo finitos elementos de
algiin conjunto.

Teorema 3.2.2. [33, Teorema 1] Sea L/K(x) una extension finita de Galois, o un
elemento primitivo para la extension y f € K[z|[y] su polinomio minimo. Para casi todo
be K, sify(y) es irreducible en K[y], entonces L'/ K es una extension de Galois, donde
L' = K[yl/(fp(y)). Ademds, Gal(L/K (z)) ~ Gal(L'/K).

Idea de la Demostracidn. Fijado b € K, definimos el homomorfismo wy : K[z] — K,
p(z) — p(b). Se puede probar que, si wy(f(y)) = fp(y) es irreducible, entonces L’ es cam-
po de descomposicién de wy(f) sobre K siy sélo si wy(D(f)) # 0, donde D(f) es el dis-
criminante del polinomio f. Asf, en este caso L'/ K es de Galois. Sean a1, ..., «, las raices
de f (que generan L). El homomorfismo wj induce un isomorfismo entre Gal(L/K(z))
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y Gal(L'/K), definido por o; — o}, donde o; es el tnico automorfismo de Gal(L/K (z))
que envia ag a «; y o} es el inico automorfismo de Gal(L'/K) que envia wy(aq) a wp(ay).
Por tanto, el teorema es valido para todo b € K excepto las raices de h(z) = wz(D(f)),
que son finitas porque este es un polinomio en una variable. O

Lema 3.2.3. [33, Teorema 2] Sea K hilbertiano y f € K|[x1, ..., xy) irreducible. Entonces,
existen infinitos b € K de modo que f(b,xa,...,T,) es irreducible en K|xa, ..., Ty)].

Idea de la Demostracion. Sea d un entero mayor que el grado de f en todas las variables
Z9, ..., Xpn. Definimos el homomorfismo de anillos

Sa : Kz, ..., 25 = K[z, y]
F@1, e mn) = flyyhy®, ™).
que es biyectivo entre los conjuntos V; de polinomios de grado menor a d en cada
variable o, ...,z, v Wy de polinomios de grado menor a d” ! en y. A través de este
homomorfismo, agruparemos todos los factores de grado 0 en y de Sy(f) en un polinomio
g(z), es decir,
Sa(f) = g(@) [ [ 9i(x, )
icl

donde cada g; es de grado positivo en y e irreducible. Como K es hilbertiano, para casi
todo b € K cada uno de los g;(b,y) es irreducible. Consideraremos el conjunto de estos
b, con la condicién extra g(b) # 0. Supongamos que f, = f(b, z2, ..., ) es reducible, es
decir, f = hh' € K[z1,...,x,]. Como Sq(h)Sq(h') = g(b) [I;c; 9i(b,y), podemos parti-
cionar I en {A, B} de modo que Sg(h) = u]];c49i(b,y) y Sa(h') =’ [Licg 9i(b,y), con
uu' = g(b). Escribimos H = [],c 4 9:(b,y) y H =[];c5 9i(b,y), de modo que

uHu'H' = g(b)HH' = Sy(f).

Como tanto H como H' estan en Wy, existen tnicos h, ' tal que Sy(h) = H y Sq(h') =
H'. Asf (luego de un célculo sencillo), encontramos que ﬁbﬁg =g(b)~'f, y que ELZI/ ¢ Vy.
De aqui, notamos que b debe ser raiz de los coeficientes de cada monomio de hh' como
polinomio en F[xg, ..., zy][x1] donde alguna variable xo, ..., z,, tiene grado mayor a d — 1,
ya que hh' ¢ Vy pero f € V. Sin embargo, s6lo hay finitos de estos coeficientes, porque
s6lo pueden haber finitas factorizaciones gH H' de Sy(f). Por tanto, si tomamos b fuera
de este conjunto, tenemos una contradiccién, y por tanto f; es irreducible. Asi, f; es
irreducible para casi todo b € K. O

Teorema 3.2.4. [33, Teorema 3| Toda extension finitamente generada y puramente
trascendental de un campo hilbertiano es hilbertiana.

Idea de la Demostracion. Sea L = K(x1,...,2,)/K esta extensién. Sea f € L[z,y] un
polinomio irreducible. Elegimos g € Klz1,...,z,] de modo que gf € Klx1,...,Zn,x,y].
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Por el Teorema 3.2.3, existirdn infinitos b € K de modo que (¢9f)y = (9f) (1, ..., T, b, y)
es irreducible en K{z1, ..., zp, y]. Por el Lema 1.5.1, (gf)s serd irreducible en L[y]. Como
(9f)b = gvfp ¥y g» = g es una unidad en Lly], f, es irreducible en Ly]. O

Observacién 3.2.5. De hecho, se puede probar que toda extension finitamente generada
de un campo hilbertiano es hilbertiana. Esto sigue del Teorema anterior y de mostrar
que toda extensién finita lo es; lo que no es muy complicado de probar (en [33, Teorema
3] se muestra este resultado en completitud). Esto, junto al Teorema de Irreducibilidad
de Hilbert, implicara que todo campo de nimeros es hilbertiano; otro resultado muy ttil
para la Teoria de Nuimeros.

Teorema 3.2.6. [33, Teorema 4] Si K es hilbertiano y L/ K (z1, ..., x,) es finita y de Ga-
lois, entonces existe L' de modo que L' /K es finita y de Galois y Gal(L/ K (x1, ..., Tp)) =
Gal(L'/K).

Idea de la Demostracion. Por induccién en n utilizando el Teorema 3.2.2 y el Teorema
3.2.4. O

De este modo, lo tinico que nos queda para terminar es el siguiente Teorema:
Teorema 3.2.7. (Teorema de Irreducibilidad de Hilbert) Q es hilbertiano.

Este Teorema fue presentado por primera vez por David Hilbert en [4]. Las demostracio-
nes modernas de este resultado son bastante elementales, si bien un poco involucradas.
Una de ellas se encuentra, por ejemplo, en [34, Teorema 7]. Asi, todo grupo realizable
sobre Q(z1, ..., ) lo es sobre Q, que es lo que queriamos.

Observacién 3.2.8. A través de este método, se han realizado exitosamente, por ejem-
plo, las familias de grupos simétricos Sy, y alternos A,, (por David Hilbert, en [4]), todos
los grupos espéradicos a excepcién del grupo de Mathieu Ma3 (por John Thompson en
[6] y Bernd Matzat en [30]) y los grupos proyectivos especiales lineales PSLa(q) para
g #+1 méd 24 (por Kuang-yen Shih en [31]).

Ejemplo 3.2.9. Como ejemplo, realizamos la familia de grupos simétricos .S, con n > 3
sobre Q. Sabemos por el Corolario 3.1.17 y los Teoremas 3.2.6 y 3.2.7 que nos basta
encontrar una r-upla rigida de clases de conjugacién (C1, ..., C,) de S, con C; racionales.
Consideramos la tripla (0(2),0("),0(”_1)), donde C@ es la clase de conjugacién de
i—ciclos de S,. Estas clases contienen elementos 7 = (12), ¢ = (12..n) y (70)~! con
producto 1 que generan S,,. Ademds, como el centro Z(S,) es trivial, la condicién de
unicidad de 3.1.2 (b) estd satisfecha. Luego, la tripla que hemos encontrado es rigida.

Ahora, mostramos que todas las clases CY) son racionales. Sean (a1, ...,a;) un i-ciclo

y I < n! un entero con med(l,n!) = 1. Como (ay, ...,a;)! solo mueve i elementos, su
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descomposicién en ciclos disjuntos sélo contiene ciclos de largo < i. Ademés el orden m
de (ay,...,a;)" es tal que

1= ((a1,...,a) )™ = (a1, ..., a;)"™

y por tanto el orden i de (aq,...,a;) divide a Im. Como [ es coprimo con n!, lo es con i;
asi que ¢ divide a m. Concluimos que (aq, ..., ai)l es un i-ciclo, y por tanto C(i)l c M,
Reciprocamente, como med(l,n!) = 1, existen enteros a,b tal que al 4+ bn! = 1 por el
Lema de Bézout. Asi,

(al, ceey CLZ') = ((0,1, N ai)a)l,

N
de donde (ay, ...,a;) estd en C)° porque, por el mismo argumento anterior, (a1, ..., a;)
es un ciclo de largo i (usando que también med(a,n!) = 1). Luego, C® C C®°. Asi,

; Nl . . . .
C) = C()’; es decir, es racional. Por tanto, la tripla que hemos encontrado deriva en
una realizaciéon de S, como grupo de Galois sobre Q.

Sofia Pérez Garbayo 2020



Referencias

10

(11]

(12]

[13

(14]

[15

(16]

Evariste Galois, Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par radicauz, Journal de
Liouville (1846), 417-433. Recuperado de Oeuvres mathematiques, publicado por Jacques Gabay,
1989. 14

Bernhard Riemann, Grundlagen fir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer verdnderlichen
complezen Grife, Inauguraldissertation, University of Gottingen (1851). 14

Bernhard Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen, Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik. 54 (1857), 115-155. 14

David Hilbert, Uber die Irreducibilitit ganzer rationaler Funktionen mit ganzzahligen Koefficienten,
Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik. 110 (1892), 104-129. 14, 64

I. R. Safarevi¢, The imbedding problem for splitting extensions, Doklady Akademii Nauk SSSR 120
(1958), 1217-1219. 14

John G. Thompson, Some finite groups which appear as Gal(L/K), where K C Q(u»), Journal of
Algebra 89 (1984), no. 2, 437-499. 14, 62, 64

Gunter Malle, B.H. Matzat, Inverse Galois theory, 1st ed., Springer monographs in mathematics,
Springer, 2002. 14

Otto Forster, Riemannsche Flichen, 1st ed., Heidelberger Taschenbiicher 184, Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 1977. 15

Helmut Volklein, Groups as Galois Groups: An Introduction, 1st ed., Cambridge Studies in Advanced
Mathematics, Cambridge University Press, 2008. 14, 5, 6, 7, 9, 12, 30

Walter Rudin, Real and complex analysis, 3rd ed., MGH, 1986. 16, 7
Balmohan Vishnu Limaye, Functional analysis, 3rd ed, New age international, 2013. 16

Rick Miranda, Algebraic curves and Riemann surfaces, Graduate studies in mathematics 5, Ameri-
can Mathematical Society, 1995. 19, 10, 12

Ahlfors L., Complex analysis, 2nd ed., MGH, 1966. 18, 11

R. Beattie, H.- P. Butzmann, Convergence Structures and Applications to Functional Analysis, 1st
ed., Springer Netherlands, 2002. 17

Michael Artin, Algebra, United States ed, Prentice Hall, 1991. 116

John M. Lee, Introduction to Smooth Manifolds, version 3.0 draft, Graduate Texts in Mathematics
218, Springer New York, 2003. 17



Referencias 67

(17]

(18]

(19]

20]

(21]
(22]

23]

(24]

(25]

[26]

(31]

(32]

(33]

(34]

(35]

James Munkres, Topology, 2nd ed, Prentice Hall, Inc, 2000. 111, 12, 33

A. 1. Markushevich, Theory of Functions of a Complex Variable, Volume 2, Chelsea Publishing,
1960. 18

David A. Cox, Galois Theory, Pure and Applied Mathematics: A Wiley Series of Texts, Monographs
and Tracts, Wiley, 2004. 115, 16

William S. Massey, Algebraic topology, an introduction, 4th corrected printing, Graduate texts in
mathematics 56, Springer-Verlag, 1977. 133

Marcel Berger, M. Cole, S. Levy, Geometry 1, Corrected, Universitext, Springer, 1987. 140
Antonio Laface, Teoria de Galois, Notas de Curso, Universidad de Concepcién, 2018. 114

Tamds Szamuely, Galois Groups and Fundamental Groups, Cambridge Studies in Advanced Mat-
hematics, Cambridge University Press, Cambridge, 2009. 156

Jean-Pierre Serre, Local Fields, Graduate Texts in Math., vol. 67, Springer, 1980. 138

Jairo A. Charris, Guillermo Rodriguez-Blanco, Sobre el Teorema Integral de Cauchy, Boletin de
Matemadticas 1 (1994), 1-8. 18

P.H. Doyle, D.A. Moran, A short proof that compact 2-manifolds can be triangulated, Inventiones
Mathematicae 5 (1968), 160-162. 110

Bonnie Huggins, Fields of moduli of hyperelliptic curves, Mathematical Research Letters 14 (2007),
no. 2, 249-262. 152

E. . Zverovich, An algebraic method for constructing the basic functionals of a Riemann surface
given in the form of a finite covering of a sphere, Akademiya Nauk SSSR. Sibirskoe Otdelenie.
Sibirskii Matematicheskil Zhurnal 28 (1987), no. 6, 32-43, 217. 151

Yuri F. Bilu, Marco Strambi, Quantitative Riemann existence theorem over a number field, Acta
Arithmetica 145 (2010), no. 4, 319-339. 151

B. Heinrich Matzat, Rationality criteria for Galois extensions, in Galois groups over Q (Berkeley,
CA, 1987), 1989, pp. 361-383. 164

Kuang-yen Shih, On the construction of Galois extensions of function fields and number fields,
Mathematische Annalen 207 (1974), 99-120. 164

Amin Saied, The Inverse Galois Problem: The Rigidity Method, Tesis en el Departmento de Ma-
tematicas, Imperial College London, available at https://aminsaied.files.wordpress.com/2012/
04/the-inverse-galios-problem-the-rigidity-method.pdf (2011). 158, 59, 60, 61

Logan Chariker, The Inverse Galois Problem, Hilbertian Fields, and Hilbert’s Irreducibility Theo-
rem, University of Chicago VIGRE REU, available at https://math.uchicago.edu/~may/VIGRE/
VIGRE2007/REUPapers/FINALFULL/Chariker.pdf (2007). 162, 63, 64

Rodney Coleman, Laurent Zwald, Hilbertian fields and Hilbert’s irreducibility theorem, preprint at
HAL, available at https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01883575 (2018). 164

Keith Conrad, Generating Sets, Expository Paper at kconrad.math.uconn.edu (2018). 151, 52

Sofia Pérez Garbayo 2020



