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Introducción

La Teoŕıa de Galois, introducida en [1] por el mı́tico matemático del siglo 19 Évariste
Galois, fue un hito en el álgebra de la época; mostrando una conexión entre la teoŕıa
de campos y la teoŕıa de grupos motivada por el problema de encontrar una fórmula
por radicales para resolver la ecuación general de quinto grado. Galois mostró la impo-
sibilidad de su existencia a través del hoy conocido como Teorema de Correspondencia
de Galois (ver 1.5.22), que en esencia muestra que la información de una extensión de
campos L/K puede ser codificada en un grupo asociado: el grupo de Galois Gal(L/K).

Bajo esta lógica, uno puede realizarse la pregunta inversa: ¿es todo grupo finito el grupo
de Galois de alguna extensión de campos? Si no fijamos el campo base, la respuesta es
afirmativa y bastante sencilla. En efecto, si fijamos cualquier campo k y un grupo finito
G y definimos K = k(g : g 2 G) (agregando todos los elementos de G como elementos
trascendentales sobre k), el grupo G actúa naturalmente como grupo de automorfismos
de K. Por el Teorema 1.5.24, Gal(K/K

G) es isomorfo a G, donde K
G es el campo fijo

de G.

Sin embargo, si fijamos el campo base la pregunta es tremendamente complicada y de
hecho un problema abierto hoy en d́ıa, conocido como el Problema Inverso de Galois.
Este fue considerado sistemáticamente por primera vez por David Hilbert en [4]; donde,
por medio del Teorema de Irreducibilidad de Hilbert, muestra que existen infinitas exten-
siones de Q con grupo de Galois isomorfo a Sn y An. El problema sobre Q, usualmente
conocido como el Problema Inverso de Galois clásico, ha sido fuente de profundo estudio
por varias décadas y testigo de importantes resultados; entre los cuales se destaca la
realización de todos los grupos resolubles por Igor Shafarevich en [5] y la realización del
Monster Group y otros grupos esporádicos por John Thompson en [6] por medio del
método de rigidez (ver, por ejemplo, [7] o [9]).

El problema más general también ha sido, por supuesto, fuente de estudio; y una de
las áreas más clásicas al respecto es el problema sobre C(x), el campo de funciones
racionales sobre los números complejos. En este contexto, las principales herramientas
son las desarrolladas originalmente por Bernhard Riemann en su tesis doctoral [2] y su
posterior art́ıculo [3]. En estas, Riemann desarrolla el concepto de superficie de Riemann
y muestra el hoy conocido como Teorema de Existencia de Riemann, que asegura la
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existencia de “suficientes” funciones meromorfas en una superficie de Riemann compacta.
Este Teorema puede ser convertido a una condición de existencia de espacios cubrientes
ramificados finitos de Galois de P1

C, que a su vez son, en algún sentido, equivalentes a
las extensiones de campos finitas de Galois de C(x). Esta equivalencia es clásicamente
desarrollada a través de la teoŕıa de espacios de Hilbert y de la cohomoloǵıa (ver, por
ejemplo, [8] o [9]); y permite mostrar que todo grupo finito es realizable como grupo
de Galois sobre C(x). Esto revela una profunda conexión entre el análisis, la teoŕıa de
grupos y la topoloǵıa algebraica.

En el caṕıtulo 1 fijamos notaciones básicas y presentamos los preliminares de análisis,
topoloǵıa, superficies de Riemann, topoloǵıa algebraica y teoŕıa de Galois que son necesa-
rios para comprender la demostración del Teorema de Existencia de Riemann (Teorema
2.1.16), que demostramos en completitud en la sección 2.1. Dedicamos la sección 2.2 al
estudio de los cubrimientos ramificados de P1

C, culminando con una versión topológica
del Teorema de Existencia de Riemann (Teorema 2.2.13). La sección 2.3 trata las ex-
tensiones de campos de k(x) y luego especializa propiedades de estos al caso k = C. A
continuación, la sección 2.4 trata la conexión entre espacios cubrientes y extensiones de
campos, y utilizamos su equivalencia para mostrar una versión algebraica del Teorema de
Existencia Riemann (Teorema 2.4.12), del cuál sigue la realización de los grupos finitos
sobre C(x). Finalmente, el caṕıtulo 3 contiene una pequeña introducción a la aplicación
de los resultados que hemos obtenido en el caṕıtulo 2 al estudio del Problema Inverso
de Galois Clásico, comenzando por el Método de Rigidez en la sección 3.1 y terminando
por el Teorema de Irreducibilidad de Hilbert en la seccion 3.2. Este caṕıtulo tiene la
meta principal de tentar al lector a continuar leyendo sobre el tema, por lo que omitimos
algunos detalles en la presentación para simplificarla y los reemplazamos por referencias
completas a los resultados.

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020



1 Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert

Definición 1.1.1. Un espacio vectorial normado (X, | · |) se dice de Banach si este es
completo con respecto a la métrica inducida por su norma.

Teorema 1.1.2. [11, Teorema 11.1] Sean X,Y espacios de Banach. Si f : X ! Y es
una función lineal, continua y biyectiva, entonces f

�1 es lineal y continua.

Definición 1.1.3. Un espacio vectorial equipado de un producto interno h, i se dice
de Hilbert si es completo con respecto a la métrica inducida por el producto interno.
(equivalentemente, si es de Banach con respecto a la norma inducida por el producto
interno).

Definición 1.1.4. Sea D ✓ C abierto. El espacio vectorial L2(D) es el cociente del
espacio de todas las funciones holomorfas f : D ! C que cumplen |f |2 :=

R
D
|f |2 < 1

bajo la relación de equivalencia f ⇠ g cuando |f � g| = 0; equipado con el producto
interno hf, gi =

R
D
fḡ.

Proposición 1.1.5. [9, Proposición 6.14] L2(D) es un espacio de Hilbert.

1.2. Topoloǵıa y Medida

Definición 1.2.1. Un subconjunto S de un espacio topológico es relativamente com-
pacto si su clausura es compacta.

Teorema 1.2.2. [10, Teorema 7.26] Sea V ✓ Rn abierto, f : Rn ! [0,1] una función
medible y T : V ! Rn una función diferenciable e inyectiva. Se tiene:

Z

T (V )
f =

Z

V

(f � T )|JT |,

donde JT es el jacobiano de T .
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Proposición 1.2.3. [16, Lema 2.13] La función

f(x) =

(
e
� 1

x para x > 0

0 para x  0

es una función diferenciable R ! R que es 0 si y sólo si x  0.

Corolario 1.2.4. [16, Lemas 2.14 y 2.15] Sean r,R dos números reales con 0 < r < R.
La función

�(x) =
f(R� |x|)

f(R� |x|) + f(|x|� r)

es una función diferenciable Rn ! R que es 0 si |x| > R y 1 si |x| < r.

Teorema 1.2.5. [14, Teorema 1.6.23] Si X es un espacio topológico segundo contable,
entonces X es compacto si y sólo si X es secuencialmente compacto.

Definición 1.2.6. Sean Y una superficie suave, I un conjunto finito y {Xi}i2I una
familia de abiertos con Y =

S
i2I Xi. Una partición de la unidad (�i)i2I asociada

a {Xi}i2I es una colección de funciones �i : Y ! R diferenciables y no negativas que
cumplen que cada �i se anula en un abierto X̃i con Y = X̃i [Xi, y que

P
i2I �i = 1.

1.3. Análisis Complejo y Superficies de Riemann

Denotaremos por D(a, r) := {z 2 C : |z � a| < r} al disco centrado en a de radio r.
Además, durante esta sección, denotaremos por ⌦ ✓ C a un subconjunto abierto del
plano complejo.

Lema 1.3.1. [9, Lema 6.12] Sea D = D(a, r), y f 2 L
2(D) con expansión de Taylor

f(z) =
P1

n=0 cn(z�a)n. Si f se extiende a una función holomorfa en D(a, r0) con r
0
> r,

se tiene

|f |2D =
1X

n=0

|cn|2⇡r2n+2(n+ 1)�1
.

Definición 1.3.2. Sea f : ⌦! C una función. La derivada conjugada de f , cuando
esta existe, es la función

@f

@z̄
=

1

2

✓
@f

@x
+ i

@f

@y

◆
.

Proposición 1.3.3. [10, Teorema 11.2] Sea f : ⌦! C diferenciable en U . Entonces, f
es holomorfa en U si y sólo si @f

@z̄
= 0.

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020
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Teorema 1.3.4. [13, Teorema 4.3.1.7] Sea a 2 ⌦, con ⌦ ✓ C abierto, y f : ⌦ \ {a} ! C
holomorfa. Entonces, existe g holomorfa en ⌦ con f(z) = g(z) en ⌦ \ {a} si y sólo si
(z � a)f(z)

z!a���! 0.

Corolario 1.3.5. Sean Q ✓ ⌦ finito, con ⌦ ✓ C abierto, y f : ⌦ ! C una función
continua en ⌦ y holomorfa en ⌦ \Q. Entonces, f es holomorfa en ⌦.

Teorema 1.3.6. [18, Teorema 3.11] Sea F (z, w) : C2 ! C una función holomorfa en
ambas variables en una vecindad de (z0, w0) que cumple que F (z0, w0) = 0 y

@F

@w
(z0, w0) 6= 0.

Entonces, existen vecindades U, V de z0 y w0 respectivamente de modo que la ecuación
F (z, w) = 0 tiene una única solución w = w(z) en V para cualquier z 2 U . Además, la
función w = w(z) es holomorfa en U y w(z0) = w0.

Corolario 1.3.7. Sea F (z, w) 2 C[z, w] de grado n � 1 en w, y c0 2 C de modo
que F (c0, w) 2 C[w] es separable de grado n. Entonces, existen funciones holomorfas
 1, ..., n en una vecindad abierta U de c0 de modo que para cada c 2 U el polinomio
F (c, w) tiene n ráıces distintas  1(c), ..., n(c).

Demostración. Por la separabilidad de F (c0, w),
@F

@w
(c0, �i) 6= 0 para cada ráız �i de

F (c0, w). Por lo tanto, por el Teorema 1.3.6, existe una función holomorfa  i definida
alrededor de c0 con  (c0) = �i de modo que F (c, d) = 0 si y sólo si d =  i(c) para
una vecindad suficientemente pequeña de (c0, �i). Las funciones  i son las funciones que
queremos.

Lema 1.3.8. Sea ' : D(0, 1) ! C una función diferenciable con soporte compacto.
Entonces, existe una función diferenciable  en D(0, 1) con

@ 

@z̄
= '.

Demostración. Podemos extender ' a una función diferenciable en C que es 0 fuera de
D(0, 1). Aśı  está dada por

 (z) = � 1

⇡

Z 2⇡

0

Z 2

0
'(z + re

i✓)e�i✓
drd✓

y es rutina chequear que  cumple lo que queremos (se puede encontrar un desarrollo
completo en [25, Lema 1.2]).

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020
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Corolario 1.3.9. Para cada función diferenciable ' : D(0, 1) ! C existe una función
 diferenciable y acotada en D(0, r) para 0 < r < 1, con

@ 

@z̄
= '.

Demostración. Sea D(0, r0) otro disco alrededor de cero, con D(0, r) ( D(0, r0) (
D(0, 1). Por la Proposición 1.2.3 existe una función � diferenciable que es idénticamente
1 en D(0, r) y 0 fuera de D(0, r0). Aśı, la función '0 = '� cumple con las hipótesis del
Lema 1.3.8, y por tanto existe  con @ 

@z̄
= '

0. La función  es acotada en D(0, r) y su
restricción a D(0, r) cumple lo que queremos.

Definición 1.3.10. Una superficie de Riemann Y es un espacio topológico de Haus-
dor↵ segundo contable que admite un cubrimiento abierto {W↵} de modo que cada W↵

admite un homeomorfismo z↵ : W↵ ! V↵ ✓ C, donde V↵ es abierto; y tal que z↵ � z�1
�

es holomorfa en V↵ \ V� para cada ↵,� con V↵ \ V� 6= ;. Los pares (W↵, z↵) se llaman
cartas de Y , y el conjunto de todas las cartas se llama un atlas de Y .

Definición 1.3.11. Sean X,Y superficies de Riemann con atlas {(W↵, z↵)}, {(W� , z�)}
respectivamente. Una función f : X ! Y es holomorfa si z� � f � z�1

↵ es holomorfa en
su dominio de definición para cada ↵,�.

Definición 1.3.12. Sea X una superficie de Riemann. Una función meromorfa en X

es una función X ! P1
C holomorfa que no es idénticamente 1. Denotamos por M(X)

el campo de todas las funciones meromorfas en X.

Proposición 1.3.13. [9, Ejemplo 5.3] Si z es la función identidad en P1
C, M(P1

C) =
C(z), el campo de funciones racionales en z.

Definición 1.3.14. El grupo de automorfismos de una superficie de Riemann X,
denotado Aut(X), es el grupo de todas las funciones f : X ! X que son biyectivas,
holomorfas y con inversa holomorfa.

Lema 1.3.15. [9, Lema 5.5] Sea D ✓ C abierto y conexo, p0 2 D y D0 = D \ {p0}. Ve-
mos M(D) como subcampo de M(D0) (v́ıa restricción). Aśı, M(D) es algebraicamente
cerrado en M(D0).

Proposición 1.3.16. [12, Definición 1.27] Sea f : X ! Y una función holomorfa no
constante entre superficies de Riemann. Para cada p 2 X, existe una carta local centrada
en p de forma que f se expresa en la forma z 7! z

kp en estas coordenadas. Este número
entero kp es invariante bajo cambio de cartas (sólo depende de p).

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020
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Definición 1.3.17. Sea f : X ! Y una función holomorfa no constante entre superficies
de Riemann. El número entero kp de la Proposición 1.3.16 se denomina ı́ndice de
ramificación de f en p.

Proposición 1.3.18. [12, Proposición 4.8] Sea f : X ! Y una función holomorfa no
constante entre superficies de Riemann compactas. El número

d(f) :=
X

p2f�1(y)

kp

no depende de y 2 Y y se llama el grado de f .

Definición 1.3.19. Sea X una superficie de Riemann compacta.

1. Una triangulación de X es una descomposición de X en subconjuntos cerrados,
cada uno homeomorfo a un triángulo, de modo que cualquier par de triángulos son
disjuntos, se intersectan en un único vértice o se intersectan en un único lado.

2. Dada una triangulación de X con V vértices, E aristas y T triángulos, el número
de Euler de X con respecto a esta triangulación es �(X) = V � E + T .

Teorema 1.3.20. [26, Teorema 1] Toda superficie de Riemann compacta admite una
triangulación.

Proposición 1.3.21. [12, Proposición 4.15] El número de Euler de una superficie de
Riemann compacta no depende de la triangulación escogida.

Definición 1.3.22. El género de una superficie de Riemann compacta X es el número

g(X) =
2� �(X)

2
.

Intuitivamente, el género de X es la cantidad de agujeros que tiene; en el sentido en el
que una esfera no tiene ninguno, un toro tiene exactamente uno, etcétera.

Teorema 1.3.23. [12, Teorema 4.16] Sea f : X ! Y una función holomorfa no cons-
tante entre superficies de Riemann compactas. Se tiene:

2g(X)� 2 = d(2g(Y )� 2) +
X

p2X
(kp � 1),

donde d es el grado de f .

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020
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1.4. Topoloǵıa Algebraica

Definición 1.4.1. Sea X un espacio topológico e I = [0, 1] ✓ R. Una función continua
f : I ! X es un camino. Además, f es un camino cerrado en p 2 X o un lazo en
p 2 X si f(0) = f(1) = p.

Definición 1.4.2. Sea X un espacio topológico. Fijado p 2 X, dos lazos f : I ! X,
g : I ! X en p se dicen homotópicos si existe una función H : I ⇥ I ! X continua
con H(0, t) = f(t), H(1, t) = g(t) y H(t, 0) = p = H(t, 1) para cada t en I.

Lema 1.4.3. [17, Lema 51.1] La homotoṕıa de lazos es una relación de equivalencia.

Definición 1.4.4. Sea X un espacio topológico. El grupo fundamental de X en p,
⇡1(X, p), es el grupo de clases de homotoṕıa de lazos basados en p

[�] = {⌘ : ⌘ es un lazo en p homotópico a �}

con la operación [↵] · [�] = [↵ · �] y

(↵ · �)(t) =
(
↵(2t) para 0  t  1

2

�(2t� 1) para 1
2  t  1

.

Proposición 1.4.5. [13, Sección 8.1.6] Si D = {z 2 C : 0 < |z| < 1} y p 2 D, entonces
⇡1(D, p) ' Z. Además, ⇡1(D, p) está generado por la clase del lazo �(t) = r exp(2⇡it),
con 0 < r < 1.

Definición 1.4.6. Sean X,Y espacios topológicos. Una función f : X ! Y continua
es un espacio cubriente (o un cubrimiento) si para cada y 2 Y existe una vecindad
abierta V de y tal que f

�1(V ) es unión de abiertos disjuntos U↵, y f |U↵ : U↵ ! V es un
homeomorfismo para cada ↵. Los abiertos V se llaman abiertos fundamentales del
espacio cubriente.

Definición 1.4.7. Sea f : X ! Y un espacio cubriente:

(a) Una fibra de f es un conjunto f
�1(p), con p 2 Y .

(b) El grado de f es la cardinalidad de cualquier fibra f
�1(p).

Observación 1.4.8. Si Y es conexo y tiene al menos una fibra finita, entonces todas las
fibras tienen la misma cardinalidad. Esto es porque, alrededor de cada p 2 Y , la función

Y ! Z, p 7! |f�1(p)|

es localmente constante por la definición de espacio cubriente. Por tanto, el grado está
bien definido.

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020
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Definición 1.4.9. Sea f : X ! Y un espacio cubriente, y � : I ! Y un camino. Un
levantamiento de � es una función �̃ : I ! X que hace conmutar el siguiente diagrama:

X

I Y.

f

�

�̃

Lema 1.4.10. [17, Lema 54.1] Sean f : X ! Y un espacio cubriente, x 2 X e y 2 Y con
f(x) = y. Entonces, todo camino � : I ! Y con �(0) = y tiene un único levantamiento
�̃ con �̃(0) = x. Además, caminos homotópicos tienen levantamientos homotópicos.

Corolario 1.4.11. [9, Corolario 4.13] Sea f : X ! Y un cubrimiento y Y conexo por
caminos. Sea X1 una componente conexa de X. Entonces, f se restringe a un cubri-
miento X1 ! Y . Si f�1(p) ✓ X1 para algún p 2 Y , entonces X = X1 es conexo por
caminos.

Lema 1.4.12. [12, Lema 4.4] Sea f : X ! Y un espacio cubriente de grado finito con
Y conexo por caminos y p 2 Y . El grupo fundamental ⇡1(Y, p) actúa sobre f

�1(p) de
la siguiente forma: [�] env́ıa a0 a a1 donde a1 es el punto final del único levantamiento
de [�] con punto inicial a0 (que existe y es único por el Lema 1.4.10). Esta acción es
transitiva si y sólo si X es conexo por caminos. Denotamos esta acción por b 7! b

[�].

Corolario 1.4.13. [9, Corolario 4.14] Sean fi : Xi ! Y cubrimientos para i = 1, 2; con
Xi conexo por caminos. Sea bi 2 Xi con f1(b1) = f2(b2) =: p. Supongamos que para cada

[�] 2 ⇡1(Y, p) tenemos b[�]1 = b1 si y sólo si b[�]2 = b2. Entonces, existe un homeomorfismo
↵ : X1 ! X2 con f2 � ↵ = f1 y ↵(b1) = b2.

Definición 1.4.14.

(a) Dos espacios cubrientes f : X ! Y y f̃ : X 0 ! Y se dicen equivalentes si existe
un homeomorfismo ↵ : X ! X

0 con f̃↵ = f .

(b) Un automorfismo del cubrimiento f : X ! Y es un homeomorfismo ↵ : X ! X

con f � ↵ = f . Estos automorfismos forman un grupo denotado por Deck(f).

(c) Dado f : X ! Y espacio cubriente y p 2 Y , el conjunto f
�1(p) es una fibra de Y .

Es claro que el grupo Deck(f) actúa sobre cada fibra. Un automorfismo de R se puede
ver como un homeomeorfismo que hace conmutar el diagrama:
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R R

S

f

↵

f

Lema 1.4.15. Sea f : X ! Y un espacio cubriente:

(a) Sean p, q 2 Y y � un camino en Y con punto inicial p y punto final q. Para cada
b 2 f

�1(p), b� denotará el punto final del levantamiento �̃ de � con punto inicial b.
Entonces, b 7! b

� es una biyección entre f
�1(p) y f

�1(q). Además, esta biyección
conmuta con la acción de Deck(f).

(b) La acción de Deck(f) en f
�1(p) conmuta con la de ⇡1(Y, p).

(c) Sea ↵ 2 Deck(f). Si X es conexo por caminos y ↵ fija un punto b 2 X entonces
↵ = id.

(d) Si X es conexo por caminos y G  Deck(f) actúa transitivamente en alguna fibra,
entonces G = Deck(f).

Demostración.

(a) La función f
�1(q) ! f

�1(p), b ! b
�
�1

es inversa de b 7! b
� , donde ��1(t) es el ca-

mino �(1�t). Además, notemos que para un camino � entre p y q con levantamiento
�̃ y un ↵ 2 Deck(f), ↵ � �̃ es el único levantamiento de � con punto inicial ↵(p) (es
único por el Lema 1.4.10).

(b) Es (a) con p = q, notando que la elección de un camino dentro de su clase de
homotoṕıa es irrelevante (también por el Lema 1.4.10).

(c) Sea b
0 2 X y �0 un camino en X de b a b

0. Sea � = f � �0 un camino en Y de f(b)
a f(b0). Aśı, �0 es el levantamiento de � con punto inicial b0. Si ↵(b) = b tenemos
↵(b0) = ↵(b�) = ↵(b)� = b

� = b
0 y por tanto ↵ = id.

(d) Sea b 2 f
�1(p). Para cada ↵ 2 Deck(f), existe � 2 G con �(↵(b)) = b. Luego,

�↵ = id por (c), aśı que ↵ 2 G.

Observación 1.4.16. Notamos que si Deck(f) actúa transitivamente en una fibra, actúa
transitivamente en todas. Además, si X,Y son superficies de Riemann compactas y f es
holomorfa, el grado de f como espacio cubriente coincide con el grado de f como función
holomorfa.
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1.5. Teoŕıa de Galois

Lema 1.5.1. [22, Lema 1.2.2] Sea A un dominio de factorización única, y K su campo
de fracciones. Si f 2 A[x] es irreducible, entonces f 2 K[x] también.

Definición 1.5.2.

1. Una extensión de campos es una inclusión de campos ' : K ! L, que denotamos
por L/K.

2. El grado [L : K] de una extensión L/K es la dimensión de L visto como espacio
K-vectorial.

3. Una extensión de campos L/K es finita si [L : K] < 1.

Definición 1.5.3. Sea L/K una extensión de campos.

El polinomio minimal (si existe) de ↵ 2 L sobre K es el único polinomio mónico
irreducible en K[x] que se anula en ↵. En este caso, ↵ se dice algebraico sobre
K. Si este polinomio no existe, ↵ se dice trascendental sobre K.

L/K es algebraica si cada ↵ 2 L es algebraico sobre K.

Un conjunto {t1, ..., tn} de elementos de L se dice algebraicamente indepen-
diente sobre K si no existe un polinomio no constante P 2 K[x1, ..., xn] de modo
que P (t1, ..., tn) = 0.

L/K se dice puramente trascendental si existe S ✓ L algebraicamente inde-
pendiente sobre K de modo que K(S) = L.

Lema 1.5.4. Sea ↵ algebraico sobre un campo K. Sea f(y) =
P

n

i=0 aiy
i un polinomio

sobre K de grado n > 0 con f(↵) = 0. Entonces

g(y) = y
n +

n�1X

i=0

aia
n�i�1
n y

i 2 K[y]

es un polinomio mónico de grado n con g(an↵) = 0. Claramente K(↵) = K(an↵).

Demostración. Evidente.

Definición 1.5.5. Una extensión de campos L/K es normal si cada polinomio irredu-
cible f(x) 2 K[x] que tiene una ráız en L tiene todas sus ráıces en L.
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Definición 1.5.6. Sea K un campo, f(x) 2 K[x]. Un campo de descomposición
para f es un campo L ◆ K que contiene todas las ráıces de f y es minimal con esta
propiedad.

Teorema 1.5.7. [19, Teorema 3.1.4] Sean K un campo, f 2 K[x] con deg(f) > 0.
Entonces, existe una extensión L/K de modo que f tiene todas sus ráıces en L.

Corolario 1.5.8. Sea K un campo, f(x) 2 K[x]. Si ↵1, ...,↵n son todas las ráıces de f

en algún campo L ◆ K, entonces K(↵1, ...,↵n) es un campo de descomposición para f .

Teorema 1.5.9. [19, Teorema 5.2.4] Sean K ✓ L dos campos. Entonces, L es campo de
descomposición de algún polinomio f 2 K[x] si y sólo si L/K es finita y normal.

Teorema 1.5.10. [19, Corolario 5.1.7] Sea K un campo. Si L1, L2 son dos campos de
descomposición de f 2 K[x], existe un isomorfismo L1 ' L2 que es la identidad en K.

Definición 1.5.11. Sea K un campo. Un polinomio f 2 K[x] es separable si no es
constante y todas sus ráıces son distintas en algún campo de descomposición. Además,
si L/K es una extensión de campos algebraica,

↵ 2 L es separable si su polinomio minimal sobre K lo es.

L/K es separable si cada ↵ 2 L lo es.

Definición 1.5.12. Sea K un campo, f 2 K[x] mónico, L un campo de descomposición
para f y u1, ..., un las ráıces de f en L. El discriminante D(f) de f es el número

D(f) =
Y

i<j

(ui � uj)
2
.

Proposición 1.5.13. [19, Teorema 5.3.2] Sea K un campo, f 2 K[x] mónico y no
constante. Son equivalentes:

1. f es separable.

2. D(f) 6= 0.

Teorema 1.5.14. [19, Teorema 5.4.1] Sea L/K una extensión finita y separable de un
campo K. Entonces existe � 2 L, separable sobre K, tal que L = K(�).

Teorema 1.5.15. [19, Teorema 5.3.5] Toda extensión algebraica de un campo de carac-
teŕıstica 0 es separable.

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020



1 Preliminares 16

Corolario 1.5.16. Sea L/K una extensión finita de un campo K de caracteŕıstica 0.
Entonces, existe � 2 L tal que L = K(�).

Definición 1.5.17. Sea L/K una extensión de campos. El Grupo de Galois de L

sobre K es el grupo con la composición:

Gal(L/K) = {f 2 Aut(L) : f(k) = k para todo k 2 K}.

Definición 1.5.18. Una extensión L/K es de Galois si es normal y separable.

Teorema 1.5.19. [19, Teorema 7.1.5] Sea L/K una extensión de campos finita. Se tiene:

(a) |Gal(L/K)|  [L : K].

(b) L/K es de Galois si y sólo si |Gal(L/K)| = [L : K].

Definición 1.5.20. Sea L un campo y sea H  Aut(L). El campo fijo de H es el
campo K

H = {k 2 L : f(k) = k para todo f 2 H}.

Lema 1.5.21. Sea L un campo y f(x, y) 2 L[x, y] separable como polinomio en y sobre
L(x). Entonces, el polinomio especializado f(b, y) 2 L[y] es separable para todo salvo
finitos b 2 L.

Demostración. Por el Lema 1.5.4 podemos suponer que f es mónico como polinomio
en y. Su discriminante es D(x) 2 L[x], no nulo porque f es separable (en y) (por la
Proposición 1.5.13). Para cada b 2 L, f(b, y) tiene discriminante D(b); y luego f(b, y) es
separable para todo b 2 L distinto de las ráıces de D(x).

Teorema 1.5.22. [15, Teorema 14.1.5] (de Correspondencia de Galois) Sea L/K una
extensión de Galois finita y G = Gal(L/K). La función

H 7! L
H

es una biyección entre los subgrupos de G y los campos intermedios K ✓ F ✓ L, y su
función inversa es

F 7! Gal(L/F ).

Teorema 1.5.23. [15, Teorema 14.4.6] Sea G un grupo de orden n de automorfismos
de un campo K. Entonces, [K : KG] = n

Corolario 1.5.24. [15, Corolario 14.4.7] Sea G un grupo finito de automorfismos de un
campo K. Entonces K/K

G es una extensión de Galois con grupo de Galois G.
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Demostración. Cada elemento de G es un automorfismo de K, y por definición fijan
K

G. Por tanto, G  Gal(K/K
G). Por el Teorema 1.5.19, |Gal(K/K

G)|  [K : KG].
Además, [K : KG] = |G|  |Gal(K/K

G)| por el Teorema anterior. De estos, sigue que
|Gal(K/K

G)| = [K : KG] y que Gal(K/K
G) = G. Concluimos, una vez más el Teorema

1.5.19, que K/K
G es de Galois.

Definición 1.5.25. Sean L/K, L/F dos extensiones de campos. El compositum de
K y F es el más chico subcampo de L que contiene K y F .

El Teorema 1.5.22 nos hace preguntarnos si, fijado un campo K y un grupo finito G,
¿existirá una extensión de Galois L/K con grupo de Galois Gal(L/K) ' G? Este es el
Problema Inverso de Galois; que motiva la siguiente Definición:

Definición 1.5.26. Sea K un campo. Un grupo finito G se dice realizable sobre K

si existe una extensión de campos L/K finita y de Galois de modo que G ⇠= Gal(L/K).

En este documento, estudiaremos principalmente el problema inverso de Galois en el
caso K = C(x).
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2 El Teorema de Existencia de Riemann

A lo largo de este caṕıtulo, estudiaremos los grupos realizables sobre C(x) a través del
Teorema de Existencia de Riemann; y mostraremos que, de hecho, todo grupo finito es
realizable sobre C(x).

2.1. Espacios de Hilbert sobre Superficies de Riemann

A lo largo de esta sección, Y será una superficie de Riemann, I un conjunto finito, y
{(Wi, zi)}i2I serán cartas coordenadas en Y (no necesariamente el atlas completo).

Definición 2.1.1. Dado un conjunto abierto E ✓ Wi, definimos el conjunto L
2(E, zi)

como el espacio de todas las funciones holomorfas f : E ! C con f � z�1
i

2 L
2(zi(E)).

Si equipamos L
2(E, zi) con el producto interno hf, gi = hf � z

�1
i

, g � z
�1
i

i (como en la
Definición 1.1.4), es claro que tenemos un espacio de Hilbert isomorfo a L

2(zi(E)) (por
la Proposición 1.1.5).

Lema 2.1.2. Sea E un conjunto abierto y relativamente compacto en Wi\Wj. Entonces,
existe k > 0 tal que para cada función holomorfa E ! C se tiene:

|f � z�1
i

|zi(E)  k|f � z�1
j

|zj(E).

Por lo tanto, L2(E, zi) y L
2(E, zj) coinciden como espacios topológicos, y los denotare-

mos por L
2(E).

Demostración. Sea Di = zi(E), y Dj = zj(E). Por el Teorema 1.2.2, se tiene:

|f � z�1
i

|2Di
=

Z

Di

|f � z�1
i

|2 =
Z

Dj

|f � z�1
j

|2|J |,

donde J es el jacobiano de zi � z�1
j

. Como |J | es continuo en zj(Wi \Wj), es acotado en

zj(E) = Dj . Eligiendo k > 0 con |J |  k
2 en Dj , sigue el Lema.



2 El Teorema de Existencia de Riemann 19

Definición 2.1.3. Sea U = (Ui)i2I una familia de abiertos Ui ✓ Wi de modo que cada
Ui es relativamente compacto en Wi. Definimos los espacios de Hilbert

C
0(U) =

M

i2I
L
2(Ui) y C

1(U) =
M

(i,j)2I2
L
2(Ui \ Uj)

y denotamos los elementos de C
0(U) y C

1(U) como uplas (fi)i2I y (fij)i,j2I respectiva-
mente.

Esto nos permitirá definir un espacio de Hilbert sobre “toda la superficie Y ”, y nos servirá
más adelante para realizar un proceso de pegado de funciones definidas sólo sobre una
carta.

Definición 2.1.4. Fijamos ı́ndices i, j, k 2 I y consideramos la función

'i,j,k : C1(U) ! L
2(Ui \ Uj \ Uk)

(f⌫µ) 7! (fij � fik � fkj)
��
Ui\Uj\Uk ,

que es lineal y continua por ser composición de proyecciones y restricciones. El subespacio
Z

1(U) ✓ C
1(U) es la intersección de los núcleos Ker('i,j,k) al variar de i, j, k 2 I, y sus

elementos se llaman cociclos. Estos son exactamente las uplas (f⌫µ) con fij = fik + fkj

para todo i, j, k 2 I; esta relación se llama la relación del cociclo.

Definición 2.1.5. La función

@ : C0(U) ! Z
1(U)

(gµ) 7! (fij) =
�
(gj � gi)

��
Ui\Uj

�

se llama la función de cofrontera y está bien definida porque los fij cumplen la relación
del cociclo.

Proposición 2.1.6. La función @ es lineal y continua.

Demostración. La linealidad es clara. Para la continuidad, notemos que la función

C
0(U) ! L

2(Ui \ Uj)

(gi) 7! (gj � gi)
��
Ui\Uj

es continua; no es más que composición de proyecciones. Aśı, la función inducida
C

0(U) ! C
1(U) lo es y por tanto también su restricción a Z

1(U), que es @.

Proposición 2.1.7. Supongamos que D(0, 1) =
S

i2I Xi, con Xi abiertos, que existe
una partición de la unidad (�i)i2I asociada a {Xi}i2I y que para cada i, j 2 I existen
funciones holomorfas fij en Xi \ Xj que satisfacen la relación del cociclo. Denotamos
X

0
i
= Xi\D(0, r), para algún radio 0 < r < 1. Si cada fij está en L

2(X 0
i
\X

0
j
), entonces

existen funciones gi 2 L
2(X 0

i
) con fij = gi � gj en X

0
i
\X

0
j
para cada i, j 2 I.
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Demostración. Extendemos por 0 cada fik a una función en D(0, 1). Luego, la función
�kfik es diferenciable en Xi: en efecto, con la notación de la Definición 1.2.6, Xi es la
unión de los abiertos (Xi \ X̃k) y (Xi \ Xk); y �kfik es diferenciable en ambos. Aśı,
 i =

P
k2I �kfik es una función diferenciable en Xi, y

R
X

0
i
| i|2 < 1. En Xi \ Xj , se

tiene:
 i �  j =

X

k2I
�k(fik � fjk) =

X

k2I
�kfij = fij

X

k2I
�k = fij .

Ahora, como fij es holomorfa en Xi\Xj , @fij/@z̄ = 0 (por la Proposición 1.3.3), se tiene
que @ i/@z̄ = @ j/@z̄ en Xi \Xj . Aśı, podemos definir una función ' en todo D(0, 1)
con ' = @ i/@z̄. Por el Corolario 1.3.9, existe una función diferenciable y acotada  en
algún disco D(0, r) (para algún radio r < 1) con ' = @ /@z̄ en D(0, r).
Como  i es de cuadrado integrable, también lo será gi :=  i �  . Además, @gi/@z̄ =
@ i/@z̄ � @ /@z̄ = 0 en X

0
i
, y por tanto gi es holomorfa en X

0
i
. Finalmente,

gi � gj =  i �  j = fij en X
0
i \X

0
j ,

que es lo que queŕıamos.

Observación 2.1.8. Supongamos que Y es una superficie de Riemann compacta. Fi-
jamos a0 2 Y , y tomamos una carta (W↵, z↵) para cada ↵ 2 Y . Podemos asumir que
a0 /2 W↵ para ↵ 6= a0 porque Y es Hausdor↵. Por la compacidad de Y , sólo necesitamos
finitas cartas para cubrir todo; aśı que las denotamos por (Wi, zi) con i 2 I = {0, ..., s},
donde W0 := Wa0 . También podemos suponer que zi(Wi) = D(0, 1). De aqúı, notamos
que existe 0 < r < 1 tal que los Ui = {a 2 Wi : |zi(a)| < r} siguen cubriendo Y . En
efecto, Y es la unión de los abiertos Yn =

S
i2I{a 2 Wi : |zi(a)| < 1 � 1

n
}. Como Y es

compacto, Y = YN para algún N .

Ponemos U = (Ui)i2I como en la Observación 2.1.8. Con esta notación, queremos probar:

Teorema 2.1.9. El cokernel de @ : C0(U) ! Z
1(U) tiene dimensión finita.

Seguiremos con esta notación por el resto de la sección. Necesitaremos algunos resultados
extra para mostrar esto.

Observación 2.1.10. Notemos que podemos elegir r0 de modo que r < r
0
< 1, y denotar

Vi = {a 2 Wi : |zi(a)| < r
0}. Aśı, Ui, Vi y Wi son abiertos de Y con Ui ✓ Vi ✓ Wi y

Y =
S

i2I Ui. Además, cada Ui es relativamente compacto en Vi; y asimismo Vi lo es en
Wi. Ponemos V = (Vi)i2I . Tenemos el diagrama conmutativo

C
1(V) L

2(Vi \ Vj \ Vk)

C
1(U) L

2(Ui \ Uj \ Uk),
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donde las flechas horizontales son las funciones 'i,j,k de la Definición 2.1.4 y las flechas
verticales son restricciones. La linealidad y continuidad de estas funciones induce una
función lineal y continua

Z
1(V) ! Z

1(U)
(gij) 7! (gij

��
Ui\Uj ),

que denotaremos por ✓ 7! ✓|U y que estudiaremos a continuación.

Lema 2.1.11. Existe una partición de la unidad en Y asociada a U = {Ui}i2I .

Demostración. Como en la Observación 2.1.8, podemos elegir 0 < r
00
< r de modo que

los U
00
i

= {a 2 Ui : |zi(a)| < r
00} sigan cubriendo Y . Si ponemos Ci := Y \ Ūi

00
, Ci

es abierto y Ci [ Ui = Y . Por la Proposición 1.2.3, existen funciones �0
i
diferenciables

en Ui que se anulan exactamente en Ui \ Ū
00
i
; y por tanto se pueden extender por 0 a

una función diferenciable en Y . Como los U
00
i
cubren Y , � =

P
i2I �i es estrictamente

positiva, y luego �i =
�
0
i
�

son una partición de la unidad asociada a Ui.

Proposición 2.1.12. Para cada ⇠ 2 Z
1(U) existen ✓ 2 Z

1(V) y ⌘ en C
0(U) con

⇠ = ✓|U + @⌘.

Demostración. Sea ⇠ = (fij) 2 Z
1(U). Para un ↵ 2 I fijo, {Ui \ W↵} es una cubierta

abierta de W↵ y existe una partición de la unidad asociada a ella (la restricción a W↵ de
la partición del Lema 2.1.11). Como z↵(W↵) = D(0, 1) y z↵(V↵) = D(0, r) (para algún
0 < r < 1), la Proposición 2.1.7 nos garantiza que existen g↵i en L

2(Ui \ V↵, z↵) con

fij = g↵i � g↵j

en Ui \ Uj \ V↵. Si hacemos variar ↵, tenemos que en Ui \ Uj \ V↵ \ V� :

g↵i � g↵j = fij = g�i � g�j ,

y por tanto g↵i � g�i = g↵j � g�j . Esto muestra que esta expresión no depende de i, j; y
por tanto existe F↵� holomorfa en V↵ \ V� con

F↵� = g↵i � g�i

en Ui \ V↵ \ V� . Como g↵i, g�i son de cuadrado integrable en Ui \ V↵ \ V� , también lo
será F↵� ; y luego F↵� 2 L

2(V↵ \ V�) (porque podemos cubrir V↵ \ V� con los finitos
Ui \ V↵ \ V�). Es más, de la Definición de F↵� , estas satisfacen la relación del cociclo,
aśı que (F↵�) = ✓ 2 Z

1(V).
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Ahora; denotamos h↵ := g↵↵ 2 L
2(U↵ \ V ↵) = L

2(U↵), y ⌘ = (h↵) 2 C
0(U). De la

Definición de fij y F↵� , tenemos que

f↵� = g�↵ � g�� y F↵� = g�↵ � g↵↵ en U↵ \ U�

y por lo tanto, en U↵ \ U�

F↵� � f↵� = g�� � g↵↵ = h� � h↵,

es decir, que ✓|U � ⇠ = @⌘.

Denotaremos por | · |U la norma en Z
1(U) y en C

0(U); y por | · |V la norma en Z
1(V)

y en C
0(V). Además, cuando hagamos referencia a la norma en Z

1(U) de la imagen
por restricción de un elemento ', escribiremos |'|U en vez de |' |U |U para simplificar la
notación.

Corolario 2.1.13. Existe C > 0 con la siguiente propiedad: Para cada ⇠ 2 Z
1(U)

existen ✓ 2 Z
1(V) y ⌘ en C

0(U) con ⇠ = ✓|U + @⌘ y

máx(|✓|V , |⌘|U )  C|⇠|U .

Demostración. Sea H0 = Z
1(V)� C

0(U). La función

⇡0 : H0 ! Z
1(U)

(✓, ⌘) 7! ✓|U + @⌘

es lineal y continua por la Observación 2.1.10 y la Proposición 2.1.6. Además, es sobre-
yectiva por la Proposición 2.1.12. Si ponemos H = (Ker(⇡0))?, la restricción de ⇡0 a H

es una biyección lineal continua. Por el Teorema 1.1.2, ⇡�1
0 es continua, y por tanto existe

C > 0 con |⇡�1
0 (⇠)|  C|⇠|U para todo ⇠ 2 Z

1(U). Finalmente, poniendo ⇡�1
0 (⇠) = (✓, ⌘),

se tiene que |⇡�1
0 (⇠)| =

q
|✓|2V + |⌘|2U � máx(|✓|V , |⌘|U ).

Lema 2.1.14. Sean D,D
0 abiertos y A compacto con D

0 ✓ A ✓ D ✓ C. Para cada
" > 0, existe un subespacio cerrado M ✓ L

2(D) de codimensión finita de modo que
|f |D0  "|f |D para toda f 2 M .

Demostración. Elegimos r0 > 0 de modo que D(a, r0) ✓ D para todo a 2 A. Sea 0 < r <

r
0. Como A es compacto, existen a1, ..., as 2 A de modo que A ✓

S
s

j=1D(aj ,
r

2). Dado

" > 0, elegimos m 2 N con s2�2m�2  "
2. Sea M el conjunto de todas las f 2 L

2(D)
que tienen un cero de orden al menos m en cada aj . Entonces, M es la intersección de
los núcleos de las funciones lineales continuas L

2(D) ! C, f ! @
µ
f(aj), donde @µf es

la derivada µ-ésima de f , al variar de µ = 0, ...,m � 1 y j = 1, ..., s. Cada uno de estos
núcleos es un subespacio cerrado de L

2(D) y, por el primer Teorema de isomorfismo, de
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codimensión  1. Aśı, M también es cerrado y de codimensión finita. Por el Lema 1.3.1,
para f 2 M se tiene:

|f |2
D(aj ,r)

=
1X

n=m

dnjr
2n+2 y |f |2

D(aj ,r/2)
=

1X

n=m

dnjr
2n+22�2n�2

para algunos coeficientes reales no negativos dnj . Aśı,

|f |2
D(aj ,r/2)

 2�2m�2|f |2
D(aj ,r)

 2�2m�2|f |2D.

Además, como D
0 ✓ A ✓

S
s

j=1D(aj , r/2), tenemos que

|f |2
D0 

sX

j=1

|f |2
D(aj ,r/2)

 s2�2m�2|f |2D  "|f |2D.

Ahora, estamos en condiciones de mostrar lo que queŕıamos.

Demostración del Teorema 2.1.9. Sea C la constante del Corolario 2.1.13, y ponemos
" = (2C)�1. Como Ui es relativamente compacto en Vj para cada i, j, lo es también
Ui\Uj en Vi\Vj para cada i, j. Luego, por el Lema 2.1.14, existe un subespacio cerrado
Mij de L

2(Vi \ Vj , zi) de codimensión finita de modo que para cada g 2 Mij se tiene
|g � z

�1
i

|zi(Ui\Uj)  "|g � z
�1
i

|zi(Vi\Vj). Sea M
0 la suma directa de todos los subespacios

Mij , que es un subespacio cerrado de C
1(V) de codimensión finita; y M = M

0 \ Z
1(V),

que también es un subespacio cerrado de Z
1(V) de codimensión finita. Aśı, para cada

⌫ = (gij) 2 M se tiene

��⌫
��
U =

sX

i,j2I
|gij � z�1

i
|2
zi(Ui\Uj)


sX

i,j2I
"2|gij � z�1

i
|2
zi(Vi\Vj)

 "|⌫|V .

Ponemos F = M
?. Definimos ⇡M : Z1(V) ! M y ⇡F : Z1(V) ! F las proyecciones

asociadas a cada subespacio. Ahora, fijamos ⇠ 2 Z
1(U). Construimos sucesiones (⇠n),

('n), (⌘n) como sigue: Definimos ⇠1 = ⇠. Dado ⇠n, lo escribimos en la forma ⇠n =
✓n|U+@⌘n como en el Corolario 2.1.13. Esto define ⌘n y 'n = ⇡F (✓n). Además, definimos
⇠n+1 = ⇡M (✓n)|U . Estas sucesiones satisfacen

⇠n = ⇠n+1 + 'n|U + @⌘n. (2.1.1)
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También por el Corolario 2.1.13, máx(|✓n|V , |⌘n|U )  C|⇠n|U . Aśı,

|⇠n+1|U 
��⇡M (✓n)

��
U

 "|⇡M (✓n)|V
 "|✓n|V
 C"|⇠n|U

=
1

2
|⇠n|U ,

y por lo tanto |⇠n|  2�n+1
c1, con c1 = |⇠|U . Por lo tanto, máx(|✓n|V , |⌘n|U )  2�n+1

Cc1,
y también |'n|V  2�n+1

Cc1. Sumando en la ecuación 2.1.1 para n = 1, ..., N , tenemos
que

⇠1 = ⇠N+1 +

 
NX

n=1

'n |U

!
+ @

 
NX

n=1

⌘n

!
.

De las cotas que hemos conseguido en la parte anterior, estas sumas parciales forman
series de Cauchy, y por lo tanto convergen a ' 2 F y ⌘ 2 C

0(U) respectivamente.
Además, como ĺım ⇠N+1 = 0, tenemos que

⇠ = '|U + @⌘.

Como ⇠ era arbitrario y ' está en el espacio F que es finito dimensional, tenemos lo que
queŕıamos. ⇤

Este Teorema nos permitirá “pegar” funciones que son localmente meromorfas en cada
una de las cartas de Y ; pero no necesariamente en toda la superficie.

Corolario 2.1.15. Sea Y una superficie de Riemann compacta y a0 2 Y . Existe una
función meromorfa en Y que tiene un polo en a0 y es holomorfa en Y \ {a0}.

Demostración. Sea (W0, z) una carta de Y con a0 2 W0 y z(a0) = 0. Para ⌫ 2 N,
definimos ⇠⌫ = (f (⌫)

ij
) de modo que f

(⌫)
ij

= 0 cuando i, j 6= 0, f (⌫)
00 =0 y

f
(⌫)
0j = �f

(⌫)
j0 = z

�⌫ en U0 \ Uj .

La función z
�⌫ está bien definida en W0 \ Wj porque z0 es biyectiva y a0 /2 Wj para

j 6= 0. Además, es continua, y por tanto es acotada en U0 \ Uj (que es relativamente
compacto). Aśı, cada fij es de cuadrado integrable en Ui \ Uj . Además, las funciones
fij satisfacen la relación del cociclo, por lo que hemos definido ⇠⌫ 2 Z

1(U) para cada
⌫ 2 N. Por el Teorema 2.1.9, ⇠⌫ son linealmente dependientes modulo la imagen de @.
Aśı, existen c1, ..., cn 2 C, no todos cero, con

nX

⌫=1

c⌫⇠⌫ = @⌘, para algún ⌘ 2 C
0(U).
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Escribimos ⌘ = (hi)i2I . Definimos la función f : Y \ {a0} ! C por

f(u) =

(
hj(u) para u 2 Uj , j 6= 0

h0(u) +
P

n

⌫=1 c⌫z
�⌫ para u 2 U0.

Observamos que f está bien definida puesto que en Ui \ Uj se tiene:

hj � hi = @⌘ =
nX

⌫=1

c⌫f
(⌫)
ij

=

(
0 para i, j 6= 0
P

n

⌫=1 c⌫z
�⌫ para i = 0, j 6= 0,

y por tanto f(u) vale lo mismo al pensarlo como elemento de Ui como de Uj . La función
f es claramente holomorfa fuera de a0, y tiene un polo en a0 porque los c⌫ no son todos
cero.

Teorema 2.1.16. (de Existencia de Riemann: Versión Anaĺıtica) Sea Y una superficie
de Riemann compacta. Para cualesquiera a1, ..., an puntos distintos en Y y números
complejos c1, ..., cn existe una función meromorfa en Y con f(ai) = ci para cada i.

Demostración. Sean a1, ..., an puntos distintos de Y , y c1, ..., cn 2 C. Por el Corolario
2.1.15, existe una función meromorfa f

(i) en Y que tiene un polo en ai y es holomorfa
en Y \ {ai} para cada i = 1, ..., n. Definimos funciones meromorfas

g
(ij) =

f
(i) � f

(i)(aj)

f (i) � f (i)(aj) + dij

para i, j = 1, ..., n e i 6= j; con dij constantes de modo que el denominador de g
(ij)(ak)

no se anule para ningún k = 1, ..., n. Notemos que g
(ij)(ai) = 1 y g

(ij)(aj) = 0. Aśı, las
funciones

h
(i) =

Y

j 6=i

g
(ij)

satisfacen h
(i)(ak) = �ik. Aśı, f =

P
n

i=1 cih
(i) cumple que f(ai) = ci.

2.2. Espacios Cubrientes de Galois

El objetivo de esta sección será estudiar los cubrimientos ramificados de P1
C; estos objetos

serán útiles para traducir el Teorema de Existencia de Riemann en una forma algebraica
que utilizaremos durante las próximas secciones.

Definición 2.2.1. Un espacio cubriente f : R ! S es de Galois si R (y por tanto S)
es conexo por caminos y Deck(f) actúa transitivamente en las fibras de S. Es finito si
su grado lo es.
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Proposición 2.2.2. Sea f : R ! S un cubrimiento de Galois, y sea H = Deck(f).

(a) El grado n de f es igual al orden de H. Además, para cada U contenido en algún
abierto fundamental de S el conjunto f

�1(U) tiene n componentes, que son permu-
tados transitivamente por H.

(b) Sean b 2 R, p = f(b). Existe un homomorfismo sobreyectivo

�b : ⇡1(S, p) ! H = Deck(f)

de modo que �b[�] env́ıa b
[�] en b.

Demostración. Fijado b 2 R, consideremos la función ✓b : H ! f
�1(p), ↵ 7! ↵(b). Esta

función es inyectiva por el Lema 1.4.15, y es sobreyectiva porque f es de Galois. Luego,
|H| = n. Como cada componente de f

�1(U) tiene exactamente un elemento de f
�1(p),

sigue (a).
Por el Lema 1.4.12, la función  b : ⇡1(S, p) ! f

�1(p), [�] 7! b
[�] es sobreyectiva.

Luego, �0
b
:= ✓

�1
b

�  b es una sobreyección ⇡1(S, p) ! H. Este no es necesariamente
un homomorfismo, pero �b : [�] 7! �0

b
([�])�1 lo es. Este cumple claramente con las

propiedades que queremos.

Observación 2.2.3. Es natural pensar también en el espacio S como el cociente (to-
pológico) R/H; identificando cada punto x 2 R con toda su fibra f

�1(f(x)) (que pode-
mos siempre realizar como cociente por el grupo de automorfismos por la transitividad
de su acción en las fibras). Aśı, tenemos el diagrama conmutativo:

R

S R/H,

⇡f

'

donde ⇡ es la aplicación cociente. De esta forma, podemos preguntarnos qué grupos
H se pueden realizar como grupos de automorfismos de espacios cubrientes de Galois
f : R ! S. Responderemos esta pregunta para el caso particular de S = P1

C \ P , donde
P es un subconjunto finito de P1

C, en el Teorema 2.2.13 hacia el final de esta sección.

Durante el resto de la sección, P será un subconjunto finito de P1
C y D(r) = {z 2 C :

0 < |z| < r} = D(0, r) \ {0} denota el disco pinchado de radio r en C.

Lema 2.2.4. La función fe : D(r1/e) ! D(r), x 7! x
e es un cubrimiento de Galois de

grado e, para cada e 2 N. Además, Deck(fe) ' Ce.
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Demostración. fe es claramente un cubrimiento. Además, las funciones z ! ⇣iz, donde
⇣i es una ráız e-ésima de la unidad, forman un subgrupo de Deck(fe) que actúa transi-
tivamente en cada fibra. Concluimos que Deck(fe) ' Ce por el Lema 1.4.15.

Proposición 2.2.5. Sea f : E ! D(r) un cubrimiento de grado finito e, con E conexo
por caminos. Entonces:

(a) f es equivalente a fe : D(r1/e) ! D(r), z 7! z
e; y por tanto existe un homeomorfismo

' : E ! D(r1/e) con '(u)e = f(u) para todo u 2 E. Abreviamos esto con '
e = f .

Además, ' es único módulo multiplicar por una ráız e-ésima de la unidad ⇣.

(b) El grupo Deck(f) ' Ce tiene un único elemento � con la siguiente propiedad: para
cada homeomorfismo ' : E ! D(r1/e) con 'e = f se tiene '���1 = ⇣e', donde ⇣e =
exp(2⇡i

e
). El automorfismo � genera Deck(f) y se llama el generador distinguido.

(c) Sea u 2 E y p = f(u). Sea � como en (b). Entonces �(t) = p exp(2⇡it) es un camino
cerrado en D(r) que pasa por p y el levantamiento de � via f con punto inicial �(u)
tiene punto final u.

(d) Sean 0 < r̂ < r, Ê := f
�1(D)(r̂) y f̂ = f |

Ê
. Entonces Ê es conexo por caminos

y Ê ! D(r̂) es un cubrimiento de grado e. El generador distinguido de Deck(f) se
restringe al generador distinguido de Deck(f̂).

Demostración.

(a) Sean u 2 E y p = f(u). El grupo fundamental � := ⇡1(D(r), p) actúa transitivamente
en f

�1(p) por el Lema 1.4.12. Como f
�1(p) tiene cardinalidad e, el estabilizador �u

es un subgrupo de � de ı́ndice e. Aplicando esto a fe, tenemos que el estabilizador
�0
u0 de cualquier u

0 2 f
�1
e (p) tiene ı́ndice e en �. Como � ' Z (por la Proposición

1.4.5), sigue que �u = �0
u0 . Aśı, existe ' por el Lema 1.4.13. La segunda parte sigue

del hecho que si '0 cumple estas condiciones entonces ↵ := '
0
'
�1 2 Deck(fe), y

luego es de la forma z 7! ⇣z (por la demostración del Lema 2.2.4).

E

D(r1/e) D(r1/e)

D(r)

' '
0

fe

↵

fe

(b) Es fácil ver que g 7! ' � g �'�1 es un isomorfismo de Deck(f) ! Deck(fe). Además,
es independiente de la elección de ':

'
0 � g � '0�1 = ↵ � (' � g � '�1) � ↵�1 = ' � g � '�1
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porque Deck(fe) es abeliano. Por el Lema 2.2.4, multiplicar por ⇣�1
e es un generador

de Deck(fe). Si llamamos � a la imagen inversa de este generador por el isomorfismo
anterior, entonces � = '

�1
⇣
�1
e '; de donde sigue la segunda parte.

(c) Sea u
0 = '(�(u)) 2 f

�1
e (p). Definimos el camino �̃ en D(r1/e) por �̃(t) = u

0 exp(2⇡it
e
).

Aśı, fe��̃ es el camino � de arriba, ya que fe(u0) = ('(�(u)))e = f(�(u)) = f(u) = p.
Por lo tanto, �̃ es el levantamiento de � por fe con punto inicial u0. Aplicando '�1

,

'
�1 � �̃ es el levantamiento de � v́ıa f con punto inicial �(u). Su punto final es

'
�1 � �̃(1) = '

�1(u0⇣e) = '
�1(⇣e'(�(u))) = u, por (b).

D(r1/e)

E E

[0, 1] D(r)

fe

'

f

�

'

f

�

�̃

(d) Sigue de (a).

Esto nos permite clasificar los cubrimientos finitos del disco pinchado: son exactamente
aquellos de la forma z 7! z

e.

Proposición 2.2.6. Sea f : R ! P1
C \ P un cubrimiento de Galois finito, y p 2 P .

(a) Sea D = D(p, r) un disco alrededor de p que no contiene otros elementos de P ;
de modo que D

⇤ = D \ {p} esté contenido en P1
C \ P . Sea p : D

⇤ ! D(r) el
homeomorfismo z 7! z � p si p 6= 1 y z 7! 1/z si p = 1. Entonces, para cada
componente conexa E de f

�1(D⇤) la función fE = p � f |E : E ! D(r) es un
cubrimiento finito. Llamamos a E una componente circular de nivel r en p.

(b) Sea 0 < r̂ < r. Hay una correspondencia biyectiva entre las componentes circulares
E de nivel r y las componentes circulares Ê de nivel r̂ dada por inclusión. Además,
si Ê ✓ E, f

Ê
= fE |Ê y Ê = f

�1
E

(D(r̂)).

(c) El grupo H := Deck(f) permuta las componentes E de f
�1(D⇤) transitivamente.

Sea HE el estabilizador de E en H. Restringiendo la acción de HE a E tenemos un
ismomorfismo HE ! Deck(fE), aśı que HE es ćıclico. Sea hE 2 HE el elemento
correspondiente al generador distinguido de Deck(fE). Llamamos a hE el generador
disntiguido de HE.

(d) Sea h 2 H y E
0 = h(E). Entonces hhEh

�1 = hE0, y por tanto los hE forman
una clase de conjugación Cp de H. La clase Cp depende sólo de p, pero no de la
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elección de D. Sea e el orden común de los elementos de Cp. El grado del cubrimiento
fE : E ! D(r) es e para cualquier componente E de f

�1(D⇤). En particular, Cp = 1
si y sólo si fE es un homeomorfismo.

(e) Sea p
⇤ 2 D

⇤ y p̄ = p(p⇤). Sea �(t) = 
�1
p (p̄ exp (2⇡it)) un camino cerrado en D

⇤

que pasa por p
⇤. Sea b 2 R, q0 = f(b) y � un camino en P1

C \ P uniendo q0 y p
⇤.

Entonces, � = �
�1
�� es un camino cerrado en P1

C \ P que pasa por q0 y la función
�b : ⇡1(P1

C \ P, q0) ! H de la Proposición 2.2.2 env́ıa [�] a un elemento de Cp.

Demostración.

(a) El cubrimiento f se restringe a un cubrimiento f
�1(D⇤) ! D

⇤. Componiéndolo con
el homeomorfismo p, obtenemos un cubrimiento f

�1(D⇤) ! D(r). Este se restringe
a un cubrimiento E ! D(r).

(b) Sea X := f
�1(D(p, r̂) \ {p}). El espacio Ẽ := f

�1
E

(D(r)) = E \ X es conexo por
caminos por la Proposición 2.2.5 (d). Es abierto y cerrado en X, aśı que es una
componente conexa de X. Por tanto, es una componente circular de nivel r̂ contenida
en E. Rećıprocamente, consideremos Ê ✓ E una componente circular de nivel r̂ sobre
p. Entonces, claramente f |

Ê
= fE |Ê , aśı que Ê ✓ Ẽ; y por tanto Ê = Ẽ porque

ambos son componentes conexas.

(c) El grupo H actúa en f
�1(D⇤), y por tanto permuta las componentes E de f�1(D⇤).

Sea HE el estabilizador de E. Si h 2 H env́ıa un punto de E a E
0 entonces h(E) = E

0

(porque las componentes son disjuntas dos a dos). En particular, si h env́ıa un punto
de E a E entonces h 2 HE .

Para p
⇤ 2 D

⇤, el conjunto FE = f
�1(p⇤) \ E es una fibra de fE . Como H actúa

transitivamente en f
�1(p⇤), dos puntos de FE pueden ser llevados al otro por algún

elemento de h 2 H. Por lo tanto, h 2 HE y luego HE actúa transitivamente en FE .
Por restricción, tenemos un homomorfismo HE ! Deck(fE); inyectivo por el Lema
1.4.15 (si ↵ fija todo E, en particular fija un punto; aśı que es la identidad). Su
imagen es un subgrupo de Deck(fE) que actúa transitivamente en la fibra FE , y por
tanto es todo Deck(fE) (también por el Lema 1.4.15). Aśı, tenemos un isomorfismo
HE ' Deck(fE). Como H actúa transitivamente en f

�1(p⇤) (y f
�1(p⇤) intersecta

cada E) entonces H permuta las componentes E transitivamente.

(e) El levantamiento �̃ de � por f con punto inicial b tiene punto final b⇤ en algún com-
ponente E de f

�1(D⇤). Sea �̃ el levantamiento de � por f con punto inicial hE(b⇤).
Entonces, si ✓ = p̄ exp(2⇡it), � = 

�1
p � ✓; y por unicidad de los levantamientos, �̃ es

igual al levantamiento ✓̃ de ✓ por f con punto inicial hE(b⇤). Una vez más por uni-
cidad de los levantamientos, este es igual al levantamiento de ✓ por fE . Concluimos
por la Proposición 2.2.5 (c) que el punto final de �̃ es b⇤.
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R E

[0, 1] P1
C \ P D

⇤ D(r) [0, 1]

f

id

f |E
fE

�

�̃

id. p ✓

✓̃

El camino hE � �̃ es el levantamiento de � con punto inicial hE(b). Aśı, �̃�1
�̃(hE � �̃)

es el levantamiento de � con punto inicial hE(b). Claramente, tiene punto final b, aśı
que �b([�]) = hE 2 Cp.

(d) Continuamos con la notación anterior. Sea h 2 H. Entonces h� �̃ es el levantamiento
de � por f con punto inicial h(hE(b⇤)) 2 h(E) = E

0. El camino h � �̃ tiene punto
final h(b⇤). Como en (e), notamos que h

0
E

lleva el punto final de h � �̃ a su punto
inicial. Por tanto, hE0(h(b⇤)) = h(hE(b⇤)); y por tanto h

�1
E

h
�1

hE0h fija b
⇤ y luego

es la identidad (por el Lema 1.4.15). En la situación de (b), con Ê ✓ E, tenemos
h
Ê
= hE por la Proposición 2.2.5 (d). Luego, la clase Cp no depende del radio r de

D. La igualdad e = deg(fE) sigue de la Proposición 2.2.5 (b), y el resto de (a).

Estudiaremos un poco más estas componentes circulares en la sección 2.4. Ahora, que-
remos estudiar los caminos en el plano complejo pinchado C \ {p1, ..., pn}. Diremos que
el camino exp(2⇡it) recorre el ćırculo en sentido antihorario, y exp(�2⇡it) en sentido
horario.

Lema 2.2.7. Sean {Xj}j2I subconjuntos abiertos de un espacio topológico X de modo
que X =

S
j2I Xj. Entonces, cada camino � en X es homotópico al producto de finitos

caminos �⌫ con �⌫ un camino en algún Xj.

Demostración. Evidente (ver, por ejemplo, [9, Lema 4.26]).

Fijamos ahora un poco de notación. Sean p1, ..., pn 2 C puntos distintos, y X = C \
{p1, ..., pn}. Elegimos un punto q0 2 X de modo que el segmento de q0 a pi no contenga
otros pj . Escribimos pi = q0 + ⇢i exp(i⌫i), con ⇢i 2 R+ y ⌫i 2 [0, 2⇡]. Reetiquetamos los
pi de modo que ⌫1 > ⌫2 > ... > ⌫n. Elegimos M1, ...,Mn rayos en C con punto inicial
q0 de modo que cada componente conexa de C \ {M1, ...,Mn} contiene exactamente un
pi. Llamamos Xi a la componete conexa que contiene pi, y Di a un disco alrededor de
pi cuya clausura está contenida en Xi. �i será un camino con inicio en q0 viajando en
ĺınea recta hacia pi hasta alcanzar la frontera de Di, luego viajará una vez en sentido
antihorario por esta frontera y luego volverá a q0 por el segmento de pi a q0.
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q0

pi pi+1

�i �i+1

Teorema 2.2.8. Con esta notación, se tiene que:

(a) Los caminos �1, ..., �n son caminos cerrados en X con inicio en q0 y sus clases
generan ⇡1(X, q0).

(b) Sea G un grupo con generadores g1, ..., gn. Existe un cubrimiento de Galois f : R !
X, un isomorfismo ✓ : Deck(f) ! G y un punto b 2 f

�1(q0) de modo que la
composición de ✓ con la sobreyección �b : ⇡1(X, q0) ! Deck(f) de la Proposición
2.2.2 env́ıa [�i] a gi. Si identificamos G con Deck(f) v́ıa ✓ y G es finito, entonces
f : R ! P1

C \{p1, ..., pn,1} es un cubrimiento de Galois finito y las clases asociadas
Ci := Cp y C1 cumplen

gi 2 Ci y (g1 · · · gn)�1 2 C1.

Demostración.

(a) Agrandamos cada Xi a X
0
i
= {a 2 C : d(a,Xi) < "} de modo que X

0
i
\ Dj = ;

para i 6= j. Aśı los X
0
i
forman una cubierta abierta de C, y por lo tanto X

0
i
\ {pi}

forman una cubierta abierta de X. Sea � un camino cerrado en X con inicio q0. Por
el Lema 2.2.7, podemos escribir � ' �s · · · �1, donde cada �⌫ es un camino en algún
T⌫ := X

0
i⌫
\ {pi⌫}. Sea ⌫ el camino que une q0 y el punto inicial de �⌫ en ĺınea recta

(como este punto está en T⌫ y T⌫�1, ⌫ es un camino en T⌫ \T⌫�1); y s+1 el camino
constante q0. Ponemos !⌫ = 

�1
⌫+1�⌫⌫ . Luego, !⌫ es un camino cerrado en T⌫ que

pasa por q0 y � es homotópico en X al producto de los !⌫ . Ahora, notemos que el
espacio T⌫ es homeomorfo a D(1), y por tanto su grupo fundamental es isomorfo a Z
y generado por �i⌫ (por la Proposición 1.4.5). Aśı, !⌫ es homotópico a una potencia
de �i⌫ y luego � es homotópico a un producto de potencias de �i.

(b) Sea Li el rayo en la ĺınea de q0 a pi; con punto inicial en pi y de modo que q0 /2 Li. Sea
Q = X \ (L1 [ ... [ Ln). Como conjunto, definimos R = X ⇥ G. Ahora definiremos
una topoloǵıa en R especificando una base de vecindades para cada punto de R.
Fijemos (q, g) 2 R. Si q 2 Q, la base consistirá de todos los B ⇥ {g}, donde B es un
disco abierto centrado en q contenido en Q. Si q 2 Li, entonces la base consistirá de
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todos los
D̂g = (D� ⇥ {g}) [ (D+ ⇥ {gg�1

i
}),

donde D es un disco abierto alrededor de q que no intersecta ningún q0pj con j 6= i

y que no contenga pi. Además, D+ es la mitad abierta de D en el lado “positivo”
de Li; y D

� la mitad semicerrada en el lado “negativo” de D (como en la figura).

q0

pi
�i

Li

D
+

D
�

Claramente, para cualquier par de vecindades de (q, g); se tiene que una debe estar
contenida en la otra. Por tanto, esta base de vecindades define una topoloǵıa en R.
Afirmación 1: La función f : R ! X, (q, g) 7! q es un cubrimiento.
Demostración. En la notación anterior, tenemos f�1(B) =

S
g2GB⇥{g} y f

�1(D) =
S

g2G D̂g. Claramente, cada B⇥ {g} es homeomorfo a B; y cada D̂g es homeomorfo
a D.
Afirmación 2: Para cada h 2 G, la función ↵h : R ! R, (q, g) 7! (q, hg) es un
automorfismo de f . Además, se tiene ↵hh0 = ↵h � ↵h0 .
Demostración. La segunda parte es evidente e implica que ↵h es biyectiva, con inversa
↵h�1 . Además, ↵h permuta las vecindades que definen la topoloǵıa en R. En efecto,
↵h(B⇥{g}) = B⇥{hg} y ↵h(D̂g) = D̂hg. Aśı, ↵h es un homeomorfismo. Concluimos
porque f � ↵h = f .
Afirmación 3: f : R ! X es un cubrimiento de Galois, y G ! Deck(f), g 7! ↵g es
un isomorfismo.
Demostración. Primero, mostramos que R es conexo por caminos. Cada uno de sus
subconjuntos Q ⇥ {g} es homeomorfo a Q y por tanto conexo por caminos. Sea C

la componente conexa de R que contiene a Q ⇥ {1}. Sea D un disco alrededor de
q 2 Li como en el enunciado. Entonces, existe un camino en D̂1 que une Q⇥ {1} a
Q⇥{g�1

i
}; y por tanto C contiene Q⇥{g�1

i
}. Como ↵

g
�1
i

env́ıa Q⇥{1} en Q⇥{g�1
i

},
C es invariante para todo ↵gi ; y luego para todo ↵g (porque gi generan G). Por tanto,
C contiene todos los Q⇥ {g}. Aśı, C es denso en R. Como las componentes conexas
son cerradas, C = R y luego R es conexo por caminos. Ahora, por la afirmación 2, el
grupo {↵g : g 2 G} es un subgrupo de Deck(f). Este actúa transitivamente en cada
fibra f

�1(q); por tanto f es un cubrimiento de Galois y Deck(f) = {↵g : g 2 G}.
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(Por el Lema 1.4.15)
Afirmación 4: El levantamiento de �i con punto inicial b = (q0, 1) tiene punto final
(q0, g

�1
i

).
Demostración. El camino �i se intersecta con Li en exactamente un punto en el
tiempo ti. Definimos:

�̃i(t) =

(
(�i(t), 1) para t  ti

(�i(t), g
�1
i

) para t > ti

.

Observemos que �̃i es continua por la Definición de la topoloǵıa en R. Luego, �̃i es
el levantamiento de �i con punto inicial (q0, 1).
Desde ahora en adelante, identificaremos G con Deck(f) por el isomorfismo g 7! ↵g.
Afirmación 5: Se tiene que �b([�i]) = gi. Aśı, gi está en la clase Ci de G = Deck(f)
asociada a pi.
Demostración. Por la Definición de �b, el automorfismo �b([�i]) de f env́ıa el punto
final (q0, g

�1
i

) de �̃i a su punto inicial b = (q0, 1). Aśı, �b([�i]) = gi. El camino �i
tiene las propiedades del camino � de la Proposición 2.2.6 (e), para p = pi. Luego,
�b([�i]) 2 Cpi = Ci.
Afirmación 6: Sea ⇢ > 0 suficientemente grande de modo que q0 y todos los pi

están en el ćırculo K0 alrededor de 0 de radio ⇢. Entonces, el camino �1 = �1 · · · �n
es homotópico en X a un camino �0 que va de q0 en una ĺınea recta hasta alcanzar
K0, luego gira una vez en sentido antihorario por su frontera y vuelve en ĺınea recta
a q0.
Demostración. Sea D un disco abierto alrededor de q0 conteniendo todos los pi. Sea
X

⇤
i
:= Xi \ D (un segmento de D). �i es homotópico en X a un camino �⇤

i
que

comienza y termina en q0 y recorre una vez la frontera de X⇤
i
en sentido antihorario.

Aśı, �1 es homotópico a �⇤1 . . . �
⇤
n; que a su vez es homotópico a un camino �⇤ que

va en ĺınea recta de q0 a la frontera de D, recorre una vez esta frontera en sentido
antihorario y vuelve a q0 por la misma ĺınea. Terminamos porque �⇤ es homotópico
a �0.
Afirmación 7: (g1...gn)�1 2 C1.

Demostración. Sea �
0 como en la afirmación 6. El camino � := (�0)�1 tiene las

propiedades de 2.2.6 (e), para p = 1. Luego, �b([(�0)�1]) 2 C1. Por otro lado,
�b([(�0)�1]) = �b([(�1]) = g1...gn por las afirmaciones 5 y 6.

El resultado siguiente se obtiene usualmente como aplicación del Teorema de Seifert-
Van Kampen en el marco de la topoloǵıa algebraica (ver, por ejemplo, [20, Caṕıtulo
4] o [17, Caṕıtulo 11]). Sin embargo, la teoŕıa que hemos desarrollado hasta ahora nos
permite concluir de forma alternativa en este caso en particular.

Corolario 2.2.9. En la notación del Teorema, el grupo fundamental ⇡1(X, q0) de X =
C\{p1, ..., pn} está generado libremente por �1, ..., �n. Además, para cualesquiera (n+1)
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puntos p1, ..., pn+1 distintos en S
2, el grupo fundamental de S

2 \{p1, ..., pn+1} es libre de
rango n.

Demostración. La segunda afirmación es directa de la primera porque S2 es homeomorfa
a C\{pn+1}. Para la primera afirmación, sea G el grupo libre en g1, ..., gn. Por el Teorema
2.2.8 (b), existe un homomorfismo ⇡1(X, q0) ! G enviando [�i] a gi. Como G es libre,
existe un homomorfismo G ! ⇡1(X, q0) enviando gi a [�i]. Estos homomorfismos son
inversos uno del otro.

Definición 2.2.10. Consideremos las triplas (G,P,C), donde G es un grupo finito, P
es un subconjunto finito de P1

C y C = (Cp)p2P es una familia de clases de conjugación
no triviales de G. Decimos que dos triplas (G,P,C) y (G0

, P
0
,C0) son equivalentes si

P = P
0 y existe un isomorfismo G ! G

0 que env́ıa Cp a C
0
p para cada p 2 P . Esta es una

relación de equivalencia; por lo que denotamos la clase de (G,P,C) por T = [G,P,C].
Un tipo de ramificación es una clase del tipo T .

Definición 2.2.11. Sea f : R ! P1
C \ P un cubrimiento de Galois finito. Sea H =

Deck(f), y para cada p 2 P sea Cp la clase de conjugación asociada a p de H (de la
Proposición 2.2.6). Sea P

0 = {p 2 P : Cp 6= 1}. Definimos el tipo de ramificación de
f como la clase de la tripla (H,P

0
, (Cp)p2P 0).

Observación 2.2.12. El tipo de ramificación se comporta “bien” bajo cambios de coor-
denadas. Sea g : P1

C ! P1
C un homeomorfismo de la forma z 7! z�p0,1 7! 1 o bien de la

forma z 7! 1/z, 0 7! 1, 1 7! 0. En la notación de la Definición, f̃ := g �f : R ! P1
C \P

es otro cubrimiento de Galois finito, con Deck(f̃) = H. Además, f̃ es de tipo de ra-
mificación [H, g(P 0), (Cg�1(q))q2g(P 0)]. En efecto, sea p 2 P y � un camino como en la
Proposición 2.2.6 (e) (girando una vez alrededor de p en sentido antihorario). Entonces
�̃ := g �� es un camino girando una vez alrededor de g(p) en sentido antihorario, porque
g preserva la orientación. Sea b 2 f

�1(q0), donde q0 es el punto inicial de �. El levan-
tamiento de �̃ v́ıa f̃ es igual al levantamiento de � v́ıa f , ambos con punto inicial b. El
(único) elemento de H que env́ıa el punto final de este levantamiento a b está en la clase
de H = Deck(f) asociada con p, y también en la clase de H = Deck(f̃) asociada con
g(p) (por la Proposición 2.2.6 (e)).

Con esto, estamos listos para probar el Teorema central de la sección.

Teorema 2.2.13. (de Existencia de Riemann: Versión Topológica) Sea T = [G,P, (Kp)p2P ]
un tipo de ramificación. Sea r = |P |, y denotamos por p1, ..., pr los elementos de P . En-
tonces, existe un cubrimiento de Galois finito de P1

C \ P de tipo de ramificación T si y
sólo si existen generadores g1, ..., gr de G con g1 · · · gr = 1 y gi 2 Kpi.
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Demostración. Por la Observación 2.2.12, podemos aplicar un cambio de coordenadas
para que 1 = pr 2 P .
Primero, supongamos que G tiene generadores g1, ..., gr como en el Teorema. Por el
Teorema 2.2.8 (b), tomando n = r � 1, existe un cubrimiento de Galois finito f : R !
P1
C \P y una identificación de Deck(f) con G de modo que gi 2 Cpi de Deck(f) asociada

con pi, para cada i = 1, ..., n. Además, gr = (g1 · · · gn)�1 2 C1 = Cpr . Por tanto,
Cp = Kp para todo p 2 P ; y luego f tiene tipo T .
Rećıprocamente, supongamos que f : R ! P1

C \ P es un cubrimiento finito de Galois de
tipo T . Entonces, tenemos G = Deck(f) y Kp = Cp, la clase asociada a cada p 2 P . Sea
X = P1

C \P , y n = r�1. Elegimos q0 2 X y caminos �1, ..., �n como en el Teorema 2.2.8.
Ponemos �r = (�1 · · · �r�1)�1. Fijamos b 2 f

�1(q0), y consideramos el homomorfismo
sobreyectivo �b : ⇡1(X, q0) ! G de la Proposición 2.2.2. Como en la demostración del
Teorema 2.2.8, tenemos que gi := �b([�i]) 2 Cpi para cada i = 1, ..., r. Estos elementos
generan G por el Teorema 2.2.8 (a), y claramente g1 . . . gr = 1.

2.3. Extensiones de Campos de Funciones

En esta sección, estudiaremos las extensiones de campos finitas de k(x).

Definición 2.3.1. Sea k un campo y sea ⇤ el conjunto de todas las sucesiones (ai)i2Z
de elementos ai 2 k para las cuales existe un N 2 Z tal que ai = 0 para i < N .
Definimos la suma en ⇤ por (ai) + (bi) = (ai + bi) y el producto por (ai)(̇bj) = (cn),
donde cn =

P
i+j=n

aibj . Es rutina chequear que ⇤ es un campo con estas operaciones
(donde 0 es la sucesión (ai) con ai = 0 para todo i y 1 es la sucesión (bi) con b0 = 1,
bi = 0 para todo i 6= 0); lo denotaremos por k((t)) y lo llamaremos el campo de series
formales de Laurent sobre k.

Observación 2.3.2. Quizá la única parte algo confusa de mostrar que ⇤ es efectiva-
mente un campo es ver la existencia de los inversos. En este caso, para un elemento
(ai)i2Z con ai = 0 para i < N , tomamos la sucesión (bi)i2Z con bi = 0 para i < �N ;
b�N = a

�1
N

; y luego resolvemos inductivamente las ecuaciones

X

i+j=n

aibj = 0

para n desde �N en adelante. Aśı, (bi) es inverso de (ai).

Observación 2.3.3. Claramente, podemos ver k como un subcampo de k((t)) a través
de la inclusión a 7! (ai) con a0 = a, ai = 0 para i 6= 0. Además, si llamamos t a la
sucesión (ai) con a1 = 1, ai = 0 para i 6= 1; tenemos un isomorfismo entre el anillo k[t]
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y el subanillo de k((t)) generado por k y t:

MX

i=0

ait
i = (ai),

donde ai = 0 si i < 0 o i > M . En general, usaremos la notación
P1

i=N
ait

i para
referirnos a la sucesión análoga con ai = 0 si i < N .

Definición 2.3.4. El subanillo de k((t)) que consiste de todas las sumas
P1

i=0 ait
i se

llama el anillo de series formales de potencia sobre k, y se denota por k[[t]].

Claramente, k((t)) es el campo de fracciones de k[[t]], lo que justifica la notación. En
particular, k((t)) contiene k(t).

Definición 2.3.5. Es fácil chequear que la función � : k[[t]] ! k que env́ıa
P1

i=0 ait
i a

su término constante a0 es un homomorfismo de anillos (es la “evaluación en t = 0”). Si
F (y) es un polinomio en k[[t]][y], denotamos por F0(y) al polinomio obtenido al aplicar
� a los coeficientes de F .

Lema 2.3.6. Sea F un polinomio mónico en k[[t]][y]. Supongamos que F0 2 k[y] se
factoriza como F0 = gh para g, h 2 k[y] mónicos y coprimos. Entonces, F = GH con
G,H mónicos en k[[t]][y] con G0 = g, H0 = h.

Demostración. Extendiendo la notación de la Observación 2.3.3, escribimos

F =
1X

i=0

Fit
i

con Fi 2 k[y]. Ponemos m := deg(F ) = deg(F0). Entonces deg(Fi) < m para i > 0. Sean
r = deg(g), s = deg(h). Queremos encontrar

G =
1X

i=0

Git
i y H =

1X

i=0

Hit
i

con G0 = g, H0 = h y Gi, Hi 2 k[y] de grados < r, < s respectivamente; y con F = GH.
La condición F = GH es equivalente al sistema de ecuaciones

Fn =
X

i+j=n

GiHj

para n 2 N. Resolvemos estas ecuaciones de manera inductiva: Para n = 0, tenemos la
hipótesis F0 = gh = G0H0. Ahora, para n > 0, supongamos que ya hemos encontrado
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Gi, Hj para todos los i, j < n con i + j = ⌫ para ⌫ < n. La n-ésima ecuación se puede
escribir como

G0Hn +H0Gn = Un (2.3.1)

donde Un = Fn �
P

n�1
i=1 GiHn�i tiene grado menor a m. Para completar la inducción,

basta mostrar que el sistema 2.3.1 tiene solución para Gn, Hn 2 k[y] de grado < r, < s

respectivamente. Como G0, H0 son coprimos en k[y], existen P,Q 2 k[y] con G0P +
H0Q = Un. Por el algoritmo de división, podemos escribir P = H0S+R para S,R 2 k[y]
con deg(R) < s. Si ponemos Hn = R y Gn = Q + G0S, se satisface el sistema 2.3.1 y
deg(Hn) < s por construcción. Además, como H0Gn = Un � G0Hn, deg(H0Gn) < m,
aśı que deg(Gn) < r.

Corolario 2.3.7. Sea k un campo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica 0, y F 2
k[[t]][y] un polinomio mónico de grado n � 2. Supongamos que el coeficiente de y

n�1

en F0 es 0 y que F0(y) 6= y
n. Entonces, F = GH con G,H 2 k[[t]][y] mónicos y no

constantes.

Demostración. Como k es algebraicamente cerrado, F0 2 k[y] se factoriza como producto
de factores lineales mónicos. Si estos factores no son todos iguales, entonces F0 = gh para
g, h no constantes y coprimos en k[y]. Luego, el resultado sigue del Lema. Si F0 = (y�a)n,
entonces el coeficiente de y

n�1 es �na; y por tanto a = 0 (porque k tiene caracteŕıstica
0). Pero entonces F0 = y

n, contradicción.

Definición 2.3.8.

(a) Para cada entero positivo e, Ze�1 será el conjunto de todos los números racionales
de la forma i/e, con i 2 Z. Ze�1 es un grupo aditivo, isomorfo a Z por la función
i 7! i/e. Este contiene Z como subgrupo de ı́ndice e.

(b) Definimos ⇤e como el conjunto de todas las sucesiones (aj)j2Ze�1 de elementos aj 2 k

para las cuales existe un N < 0 tal que aj = 0 para j < N. Si definimos la suma
y el producto como en la Definición 2.3.1, ⇤e es un campo isomorfo a ⇤ = k((t)) a
través de la función (aj)j2Ze�1 7! (bi)i2Z donde bi = ai/e. Bajo este isomorfismo, el
elemento t de ⇤ corresponde al elemento ⌧ = (aj) en ⇤e con a1/e = 1 y aj = 0 para
j 6= 1/e.

Identificamos ⇤ con el subcampo de ⇤e que consiste de todas las sucesiones (aj)j2Ze�1

con aj = 0 si j /2 Z. Aśı, ⌧ e = t. En la notación simbólica de la Observación 2.3.3,
escribimos el elemento general (aj) de ⇤e como

X

j2Ze�1

ajt
j =

X

i2Z
ai/e⌧

i =
X

i2Z
bi⌧

i

identificando ⇤e con k((t1/e)) = k((⌧)).

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020



2 El Teorema de Existencia de Riemann 38

Observación 2.3.9. Esta definición recuerda un poco a la definición del campo de series
de Puiseux sobre k, con la diferencia que los campos ⇤e admiten sólo exponentes con
denominador e para t; mientras que el campo de series de Puiseux admite todo tipo de
exponentes racionales para t. Se puede mostrar que, si k es algebraicamente cerrado y
de caracteŕıstica 0, el campo de series de Puiseux es la clausura algebraica de ⇤. Por
tanto, tenemos un diagrama de extensiones de campos:

⇤⇤

⇤ei ... ⇤ej

⇤

donde ⇤⇤ es el campo de series de Puiseux sobre k y ei, ej son números naturales. Desde
aqúı, es interesante preguntar qué puede pasar con las extensiones de campos intermedias
a ⇤⇤

/⇤, por ejemplo. No consideraremos esta ĺınea de estudio, pero se puede leer más
sobre ella, por ejemplo, en [24].

Lema 2.3.10. Sea e 2 Z positivo, y supongamos que k contiene una ráız primitiva
e-ésima de la unidad ⇣e. Entonces, ⇤e es de Galois sobre ⇤ de grado e. El grupo de
Galois de la extensión es ćıclico, generado por ! :

P
i2Z bi⌧

i 7!
P

i2Z(bi⇣
i
e)⌧

i. Además,
⇤e = ⇤(⌧) con ⌧ e = t.

Demostración. Es rutina chequear que ! es un automorfismo de ⇤e. Su campo fijo
consiste de los

P
i2Z bi⌧

i con bi = 0 a menos que ⇣ie = 1; es decir, a menos que e

divida i. Por tanto, el campo fijo de ! es ⇤. Sigue del Teorema 1.5.24 que ⇤e/⇤ es
de Galois y tiene grupo de Galois h!i. Además, es claro que ! tiene orden e; y luego
[⇤e : ⇤] = |Gal(⇤e/⇤)| = e. Tenemos que ! env́ıa ⌧ a ⇣e⌧ , aśı que !µ env́ıa ⌧ a ⇣µe ⌧ .
De aqúı, sigue que ningún elemento no trivial de Gal(⇤e/⇤) fija ⌧ . De las inclusiones
⇤ ✓ ⇤(⌧) ✓ ⇤e, tenemos que Gal(⇤e/⇤(⌧))  Gal(⇤e/⇤). Como ningún elemento no
trivial de Gal(⇤e/⇤) fija ⌧ , entonces Gal(⇤e/⇤(⌧)) = {id}; y por tanto [⇤e : ⇤(⌧)] = 1.
Concluimos entonces que ⇤e = ⇤(⌧).

Lema 2.3.11. Si k es un campo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica 0 y F 2
k[[t]][y] es un polinomio mónico no constante, entonces F tiene una ráız en algún ⇤e.

Demostración. Supongamos que F es de grado minimal y para el que falla el Lema.
Evidentemente, n = deg(F ) � 2. Escribimos F (y) = y

n + �n�1y
n�1 + ... + �0, con
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�⌫ 2 k[[t]]. Entonces, el polinomio

F̃ (y) = F

✓
y � �n�1

n

◆

tiene coeficiente cero en y
n�1. Reemplazamos F por F̃ para asegurar esto. Si además

F0(y) 6= y
n, entonces F se factoriza como en el Corolario 2.3.7; lo que contradice la

hipótesis sobre la minimalidad de F . Esto implica que F0 = y
n, y por tanto todos los �⌫

tienen término libre cero.
Notemos que existe algún ⌫ entre 0 y n � 2 con �⌫ 6= 0 (si no, F = y

n tiene ráız 0).
Consideraremos sólo estos �⌫ por el resto de la demostración. Sea m⌫ la menor potencia
de t que aparece con coeficiente no cero en �⌫ :

�⌫ = at
m⌫ + términos de mayor orden

con a 2 k no cero. Sea u el mı́nimo de los números m⌫/(n� ⌫). Como u es un racional
positivo, ponemos u = d/e, con d, e enteros positivos. Ahora, veremos ⇤ incrustado en
⇤e = k((⌧)) como arriba. Consideramos el polinomio

F
⇤(y) = ⌧

�dn
F (⌧dy) = y

n +
n�2X

⌫=0

�⌫⌧
d(⌫�n)

y
⌫ 2 ⇤e[y].

El coeficiente de y
⌫ de este polinomio (si no es cero) es una serie de Laurent en ⌧ de la

forma

�⌫⌧
d(⌫�n) = at

m⌫⌧
d(⌫�n) + términos de mayor orden

= a⌧
E⌫ + términos de mayor orden

donde

E⌫ = e(n� ⌫)

✓
m⌫

n� ⌫
� u

◆
� 0

y E⌫ = 0 para al menos un ⌫. Por lo tanto, cada coeficiente de F
⇤ es una serie de

potencia en ⌧ , y para al menos un ⌫ esta serie de potencias tiene término constante no
cero. Por lo tanto, F ⇤ satisface las condiciones del Corolario 2.3.7 con t reemplazada por
⌧ . Luego, F ⇤ = GH con factores en k[[⌧ ]] como en este resultado. Aśı H tiene grado
estrictamente menor a n, y luego tiene ráız en algún ⇤e(⌧1/e

0
) por la minimalidad de n.

Luego, F ⇤ tiene ráız en ⇤e(⌧1/e
0
) = (⇤e)e0 , y por lo tanto F también.

Teorema 2.3.12. Si k es un campo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica 0, y � es
una extensión de ⇤ de grado e, entonces � = ⇤(�) con �e = t.

Demostración. Por el Teorema 1.5.16, podemos poner � = ⇤(✓). Sea F 2 ⇤[y] un
polinomio irreducible con ráız ✓. Por el Lema 1.5.4 podemos asumir que F es mónico.
Aśı, por el Lema 2.3.11, F tiene una ráız ✓0 en algún ⇤e0 . Por tanto, podemos asumir que
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� ✓ ⇤e0 . Como Gal(⇤e0/⇤) es ćıclico de orden e
0 (por el Lema 2.3.10), para cada divisor

e de e
0 hay un único campo intermedio a ⇤ y ⇤e0 de grado e sobre ⇤ (por el Teorema

1.5.22). Luego � = ⇤e = ⇤(t1/e), por el Lema 2.3.10.

Definición 2.3.13. Un sistema compatible de ráıces primitivas n-ésimas de la
unidad es una sucesión (⇣n)n�1 de ráıces primitivas n-ésimas de la unidad de modo que
si n = n

0
n
00 entonces ⇣n

00
n = ⇣n0 .

Observación 2.3.14. En C, la elección canónica es ⇣n = exp(2⇡i/n).

Por el resto de la sección, k será un campo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica 0,
y (⇣n) será un sistema compatible de ráıces primitivas n-ésimas de la unidad.

Definición 2.3.15. Sea ⇤ = k((t)), y �/⇤ una extensión de Galois finita de grado e.
Por el Teorema 2.3.12, � = ⇤(�) con �e = t. Luego, existe un único ! 2 Gal(�/⇤) con
!(�) = ⇣e�. Llamamos a ! el generador distinguido de Gal(�/⇤).

Observación 2.3.16. Notemos que para cada �0 2 ⇤ con (�0)e
0
= t para algún e

0 � 1
se tiene !(�0) = ⇣e0�

0. Como e/e
0 es un entero, basta mostrar el resultado para �

e/e
0

(todos los otros �0 difieren de él por una ráız e
0-ésima de la unidad). En efecto, !(�0) =

⇣
e/e

0
e �

0 = ⇣e0�
0 por la compatibilidad de ⇣n. En particular, si ⇤ ✓ �0 ✓ � entonces !|�0

es el generador distinguido de Gal(�0
/⇤).

Definición 2.3.17. Escribiremos P1
k
= k [ {1}, con 1 /2 k. Además, para cada p 2 P1

k

definimos el isomorfismo ⌫p : k(x) ! k(t) como la identidad en k y x 7! t+ p si p 6= 1;
o bien x 7! 1/t si p = 1.

A esta notación se le puede dar un significado más profundo a través de la teoŕıa de espa-
cios proyectivos; pero para nosotros será simplemente una notación formal. Por supuesto,
esta noción encaja (sin pensar en la estructura topológica) con la del espacio proyectivo
P1
k
(se puede leer sobre esta teoŕıa, por ejemplo, en [21, Caṕıtulo 4]). Extendemos cada

↵ 2 Aut(k) a P1
k
por ↵(1) = 1.

Proposición 2.3.18. Sea L/k(x) una extensión de Galois finita, y sean G = Gal(L/k(x)),
p 2 P1

k
.

(a) Podemos extender ⌫p : k(x) ! k(t) a un isomorfismo ⌫ : L ! L⌫ , donde L⌫ es un
subcampo de alguna extensión de Galois finita �/⇤, de modo que Gal(�/⇤) deja L⌫

invariante. Definimos g⌫ 2 G como

g⌫ = ⌫
�1 � ! � ⌫
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donde ! es el generador distinguido de G(�/⇤). Si �0 es otra extensión de Galois
finita de ⇤, con subcampo L⌫0 y ⌫

0 : L ! L⌫0 extendiendo ⌫p, entonces g⌫ y g⌫0

pertenecen a la misma clase de conjugación de G. Esta clase de conjugación depende
sólo de p, aśı que la llamamos la clase de conjugación asociada a p de G.

(b) Sea e el orden común de los elementos de Cp. Este número e = eL,p se llama la
ramificación de L en p. Tiene la siguiente propiedad: Sea � un elemento primitivo
de la extensión L/k(x) (que existe por el Corolario 1.5.16). Entonces � satisface un
polinomio irreducible F (y) 2 k(x)[y]. Sea ⌫pF 2 k(x)[y] el polinomio obtenido al
aplicar ⌫p a los coeficientes de F . Luego todos los factores irreducibles H de ⌫pF en
⇤[y] tienen grado e. Además, podemos tomar � = ⇤e en (a).

(c) Podemos elegir � en (b) de modo que F (y) = F (x, y) 2 k[x, y] es mónico en y. Luego
el discriminante D(x) de F (y) sobre k(x) es distinto de cero en k[x]. Además, si
p 2 k y D(p) 6= 0, entonces eL,p = 1.

(d) Si L0
/k(x) es una extensión de Galois finita con L

0 ✓ L, entonces el homomorfismo
de restricción de G en G

0 = Gal(L0
/k(x)) env́ıa Cp a la clase C

0
p de G

0 asociada a
p.

Demostración.

(a) En las notaciones de (b), notamos que el campo � = ⇤[y]/(H) contiene una ráız
�
0 de H. Luego, podemos extender ⌫p a un isomorfismo ⌫ de L = k(x)(�) a L⌫ =

k(t)(�0) ✓ �. Como Gal(�/⇤) permuta las ráıces de ⌫pF y L⌫ está generado sobre
k(t) por estas ráıces, L⌫ queda invariante.
Para la segunda parte, podemos asumir que � y �0 son subcampos de alguna exten-
sión de Galois finita �0 de ⇤. Como L⌫ y L⌫0 son subcampos de �0 y están ambos
generados sobre k(t) por las ráıces de ⌫pF , L⌫ = L⌫0 . Denotamos h = ⌫

�1
⌫
0 2 G. Co-

mo el generador distinguido !0 de Gal(�0/⇤) se restringe al generador distinguido
de Gal(�/⇤) (y similarmente para �0) se tiene que

g
0
⌫ = ⌫

0�1
!0⌫

0 = h
�1
⌫
�1
!0⌫h = h

�1
g⌫h

porque ⌫h = ⌫
0 y h

�1
⌫
�1 = ⌫

0�1 por Definición.

(b) Notemos que el grado [� : ⇤] es igual al orden de !, y por la forma de g⌫ este
a su vez es igual al orden de g⌫ . Por Definición, el orden de g⌫ es eL,p, aśı que
deg(H) = [� : ⇤] = eL,p. Concluimos porque por el Teorema 2.3.12 tenemos un
isomorfismo entre las extensiones �/⇤ y ⇤e/⇤.

(c) Por el Lema 1.5.4 podemos asumir que F es mónico en y en k[x, y]. Lo pensamos
como polinomio en k(x)[y]. Su discriminante D(x) 2 k[x] es distinto de cero porque
F es irreducible y por tanto separable (porque la caracteŕıstica de k es 0, usando la
Proposición 1.5.13 y el Teorema 1.5.15). Notemos que para cada b 2 k, F (b, y) tiene
discriminante D(b); y por tanto F (p, y) es separable cada vez que D(p) 6= 0 (por el
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mismo razonamiento que en la demostración del Lema 1.5.21).
Tenemos que ⌫pF (y) = F (t + p, y). Por tanto ⌫pF es un polinomio mónico en y

con coeficientes en k[t]. Además, (⌫pF )0(y) = F (p, y). Como F (p, y) es separable, el
Lema 2.3.6 nos dice que ⌫pF se factoriza como producto de factores lineales en ⇤[y].
Luego, eL,p = deg(H) = 1.

(d) ⌫̃ = ⌫|L0 es un isomorfismo de L
0 a ⌫̃(L0) ✓ � que extiende ⌫p. Luego g⌫̃ = ⌫̃

�1
!⌫̃ =

⌫
�1
!⌫|L0 = (g⌫)L0

Definición 2.3.19. Sea L/k(x) una extensión de Galois finita y p 2 P1
k
. Decimos que

p es un punto branch de L/k(x) si eL,p > 1 (o, equivalentemente, si la clase Cp de
Gal(L/k(x)) es no trivial).

Sigue de (c) en la Proposición 2.3.18 que el número de puntos branch es finito. Por tanto,
hemos definido dos invariantes de una extensión de Galois finita L/k(x): el conjunto de
puntos branch P ✓ P1

C y las clases de conjugación Cp. Esto motiva la siguiente Definición:

Definición 2.3.20. Sea L/k(x) una extensión de Galois finita. El tipo de ramificación
de L/k(x) es el tipo T = [Gal(L/k(x)), P, (Cp)p2P ], donde P es el conjunto de puntos
branch de L/k(x) y Cp es la clase de conjugación asociada a p en Gal(L/k(x)).

2.4. Conexión entre Extensiones y Cubrimientos

A continuación, desarrollaremos la interacción entre extensiones finitas de campos de
C(x) y cubrimientos ramificados de P1

C. Durante esta sección, P es un subconjunto finito
de P1

C, f : R ! P1
C \ P es un cubrimiento de Galois finito y H = Deck(f).

Definición 2.4.1. Decimos que r > 0 es suficientemente pequeño si D(p, r) \ P =
{p} para todo p 2 P . Ahora fijemos p 2 P . Definimos una relación en el conjunto de
componentes circulares de p de nivel suficientemente pequeño: E ⌘ E

0 si E ✓ E
0 o

E
0 ✓ E. Por la Proposición 2.2.6 (b), esto es una relación de equivalencia. Estas clases

de equivalencia se llaman los puntos ideales de R sobre p.

Observación 2.4.2. Fijemos un r suficientemente pequeño. Por la Proposición 2.2.6
(b), cada punto ideal de p está representada por exactamente una componente circular
de nivel r sobre p. Por tanto, el número de puntos ideales sobre p es igual al número de
componentes E de f�1(D⇤). Como Deck(f) permuta estos componentes transitivamente,
el número de puntos ideales sobre p es  |Deck(f)| = deg(f).
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Queremos pensar intuitivamente en los puntos ideales como los centros faltantes de los
componentes E. Ahora, pondremos estos centros.

Proposición 2.4.3. Sea R̄ la unión disjunta de R y todos sus puntos ideales sobre p 2 P .
Decimos que V ✓ R̄ es abierto si V \ R es abierto en R y por cada punto ideal ⇡ 2 V

existe un E 2 ⇡ con E ✓ V . Esto vuelve a R̄ un espacio de Hausdor↵ compacto y conexo
por caminos. El cubrimiento f se extiende a una sobreyección continua f̄ : R̄ ! P1

C
con f̄(⇡) = p para cada punto ideal sobre p. Además, cada ↵ 2 Deck(f) se extiende de
manera única a un homeomorfismo ↵̄ : R̄ ! R̄ con f̄ � ↵̄ = f̄ .

Demostración. Es claro que la topoloǵıa inducida en R̄ coincide con la topoloǵıa original
en R y que f̄ es sobreyectiva. Sea p 2 P y ⇡1, ...,⇡m los puntos ideales sobre p. Para
cada j = 1, ...,m y r suficientemente pequeño hay exactamente un Ej 2 ⇡j de nivel r y

f̄
�1(D(p, r)) =

m[

j=1

Ej [ {⇡j}. (2.4.1)

De aqúı sigue que f̄ es continua, ya que f lo es y por tanto basta que exista un disco
D(p, r) alrededor de cada p 2 P de modo que f̄

�1(D(r, p)) sea abierto.
Tomemos ↵ 2 Deck(f). Para cada p 2 P , ↵ permuta los componentes Ej . Definimos
↵̄(⇡j) = ⇡k si ↵(Ej) = Ek. Esto extiende ↵ a una biyección ↵̄ : R̄ ! R̄ con f̄ � ↵̄ = f̄ . ↵̄
es un homeomorfismo porque ↵ lo es y porque ↵̄ permuta las vecindades Ej [ {⇡j}. Es
único porque R es denso en R̄.
Vemos que R̄ es Hausdor↵. Si dos puntos tienen imagen distinta por f̄ , podemos sepa-
rarlos con dos vecindades f̄�1(U) diferentes porque f es un espacio cubriente. Como R

ya es Hausdor↵, basta ver qué pasa para los puntos ⇡,⇡0 sobre el mismo p 2 P . Estos
los podemos separar por los abiertos E [ {⇡}, E0 [ {⇡0} con E 2 ⇡ y E

0 2 ⇡
0.

Como R es conexo por caminos y denso en R̄, R̄ lo es. Para terminar, basta probar que
R̄ es compacto. En primer lugar, notamos que R̄ tiene una base numerable: tomamos
todos los componentes f�1(U), donde U es un abierto fundamental para f de la forma
U = D(a, r), con a 2 Q[ {1} y r 2 Q. Además, tomamos todos los conjuntos E [ {⇡},
con ⇡ un punto ideal y E 2 ⇡ de nivel r 2 Q suficientemente pequeño. Cada abierto
de R̄ es una unión de estos conjuntos. Aśı, por el Teorema 1.2.5, basta ver que X es
secuencialmente compacto. Sea (an) una sucesión en R̄. Entonces, f̄(an) forma una suce-
sión en el espacio compacto P1

C; y por tanto tiene una subsucesión f̄(ank) convergente a
p 2 P1

C. Si p 2 P , sean ⇡1, ...,⇡m los puntos ideales sobre p. Afirmamos que uno de los ⇡j
es un punto ĺımite de (ank). Supongamos que no. Entonces cada ⇡j tiene una vecindad
Ej [ {⇡j} con Ej 2 ⇡j que no contiene ningún an. Podemos asumir que los Ej son todos
del mismo nivel r. Por lo tanto, vale la ecuación 2.4.1 y por tanto D(p, r) no contiene
ningún f̄(ank); una contradicción. Asimismo, si p /2 P procedemos de manera similar;
usando abiertos fundamentales de f alrededor de p.
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Lema 2.4.4. Consideramos abiertos U ✓ P1
C \ P contenidos en algún abierto funda-

mental de f que satisfacen {0,1} 6⇢ U . Para cada componente V de f
�1(U), la función

f se restringe a un homeomorfismo V ! U (por Definición). Sea ' = f |V si 1 /2 U ,
y ' = 1/(f |V ) si 1 2 U . Entonces (V,') son cartas de R; y R es una superficie de
Riemann con ellas con la propiedad que f : R ! P1

C es holomorfa. Además, cada ↵ 2 H

se vuelve una función holomorfa ↵ : R ! R.

Demostración. Si (V1,'1) y (V2,'2) son cartas como arriba, entonces '1'
�1
2 es la identi-

dad o 1/z; en cualquier caso biholomorfa. Como claramente cubren R, R es una superficie
de Riemann con ellas. En coordenadas locales, f es la identidad o 1/z; y cada ↵ 2 H es
también la identidad o 1/z. Por tanto, ambas son holomorfas.

Observación 2.4.5. Sea f̄ : R̄ ! P1
C la extensión de f que construimos en la Proposición

2.4.3. Desde ahora, sólo escribiremos f = f̄ . Sea ⇡ un punto ideal de R y ponemos
p = f(⇡). Para cada E 2 ⇡ de nivel r, consideramos el cubrimiento fE = p � f |E :
E ! D(r) de grado finito e de la Proposición 2.2.6. Por la Proposición 2.2.5, existe un
homeomorfismo ' : E ! D(r1/e) con 'e = fE . Este se extiende a un homeomorfismo

'⇡ : V⇡ = E [ {⇡} ! D(0, r1/e) = D(r1/e) [ {0}

que env́ıa ⇡ a 0 (es un homeomorfismo porque las vecindades Ê [ {⇡} se corresponden
con los discos D(0, r̂1/e) por la parte (b) de la Proposición 2.2.6).

Lema 2.4.6. Las cartas del Lema 2.4.4 y de la Observación 2.4.5 le dan estructura de
superficie de Riemann compacta a R̄ de modo que f : R̄ ! P1

C es holomorfa, Además,
cada ↵ 2 H se extiende de manera única a un homeomorfismo holomorfo ↵̄ : R̄ ! R̄

con f � ↵̄ = f .

Demostración. Primero, mostramos que una carta (V⇡,'⇡) es compatible con las cartas
(V,') del otro tipo. En las notaciones de la Observación 2.4.5, tenemos que 'e

⇡ = fE =
p �f en V \V⇡, donde p = f(⇡). Por tanto ''�1

⇡ es la función z 7! 
�1
p (ze) o la función

z 7! 1/�1
p (ze); y en cualquier caso es biholomorfa. Ahora, supongamos que (V⇡,'⇡) y

(V 0
⇡0 ,'

0
⇡0) son de la misma forma. Podemos asumir que ⇡ = ⇡

0 (si no, la intersección de
V⇡ y V

0
⇡0 está cubierta por cartas del otro tipo); y luego podemos suponer que V⇡ ✓ V

0
⇡0

por la Proposición 2.2.6(b). Ponemos V⇡ = E [ {⇡}, con E 2 ⇡ de nivel r. Luego '0
⇡'

�1
⇡

es multiplicar por una ráız ⇣ de la unidad (por la Proposición 2.2.5(a)). Como z 7! ⇣z

es biholomorfa, las cartas son compatibles. De esto, R̄ es una superficie de Riemann
compacta.
Mostramos ahora que f es holomorfa. Alrededor de cada punto ideal ⇡ que no está sobre
1, la representación de f en cartas es f � '�1

⇡ = 
�1
p (ze), que es holomorfa. Aśımismo,

si ⇡ está sobre 1 la representación de f en cartas será 1/(�1
p (ze)); también holomorfa.

Aśı, f es holomorfa en los puntos ideales, y por el Lema 2.4.4 es holomorfa en todo R̄.
Finalmente, sabemos que ↵ 2 H se extiende únicamente a un homeomorfismo ↵̄ : R̄ ! R̄
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con f � ↵̄ = f (por la Proposición 2.4.3). También sabemos del Lema 2.4.4 que ↵ es
holomorfa en R. Consideremos una carta (V⇡,'⇡), y notemos que (↵̄(V⇡),'⇡ � ↵̄�1) es
otra carta de R̄. En estas coordenadas locales, ↵̄ es la función z 7! ⇣z (como más arriba);
y luego ↵ es holomorfa.

Observación 2.4.7. Claramente, los homeomorfismos ↵̄ con ↵ 2 H forman un grupo
con la composición isomorfo a H bajo la función ↵ 7! ↵̄, aśı que desde ahora escribimos
↵ = ↵̄. Esto identifica H con un grupo de automorfmismos de R̄ como superficie de
Riemann. Este grupo actúa transitivamente en cada fibra f

�1(p); para p /2 P no es más
que el hecho que f es Galois, para p 2 P es la Proposición 2.2.6(c) (los puntos ideales
de f sobre p son los componentes E de f

�1 de D
⇤ como en la Proposición).

Lema 2.4.8. Supongamos que g 2 M(R̄) satisface g � ↵ = g para todo ↵ 2 H. Luego,
g = g

0 � f para algún g
0 2 M(P1

C).

Demostración. Como H actúa transitivamente en cada fibra f
�1(p), sigue que g toma

el mismo valor en cada punto de la fibra. Definimos g
0(p) como este valor. Si U ✓

P1
C \ (P [ {1}) está contenido en un abierto fundamental de f y V es una componente

de f
�1(U), entonces en U tenemos que g

0 = g � (f |V )�1. Como f |V : V ! U es una
carta de R, g0 es meromorfa en U . Haciendo variar U vemos que g

0 es meromorfa en
P1
C \ (P [ {1}). Además, g0 es continua en cada p 2 P1

C, ya que localmente se puede
escribir en la forma g

0 = g � (f)�1 para cada punto de R̄ (y luego es composición de
funciones continuas). Por tanto, g0 es meromorfa en cada punto p 2 P1

C por el Corolario
1.3.5. Aśı, g0 2 M(P1

C).

Teorema 2.4.9. Sea f : R ! P1
C \ P un cubrimiento de Galois finito. Sea f : R̄ ! P1

C
su extensión a una función holomorfa en la superficie de Riemann compacta R̄ (en la
notación del Lema 2.4.6). Vemos H = Deck(f) como grupo de isomorfismos de R̄ (como
en la Observación 2.4.7). Sea M = M(R̄) el campo de funciones meromorfas en R̄, y
C(f) el subcampo de M generado por f y las funciones constantes C-valuadas. Entonces,
para cada ↵ 2 H, la función

◆↵ : M ! M
g 7! g � ↵�1

es un automorfismo de M. La extensión M/C(f) es de Galois, y la función

◆ : H ! Gal(M/C(f))
↵ 7! ◆↵

es un isomorfismo.
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Demostración. Para g in M, g � ↵�1 está en M porque ↵ es un isomorfismo de R̄ (y
por tanto es biholomorfa). Aśı, ◆↵ está bien definida. Es, además, claramente inyectiva
y sobreyectiva (g � ↵ 7! g). Luego, ◆↵ es un automorfismo de M que fija C(f) (fija
f por el Lema 2.4.6). También es claro que ◆↵� = ◆↵◆� . Por lo tanto, ↵ 7! ◆↵ es un
homomorfismo de grupos de H a G  Gal(M/C(f)). El campo fijo de G consiste de los
g 2 M con g � ↵ = g para todo ↵ 2 H. Por tanto, por el Lema 2.4.8, g = g

0 � f con
g
0 2 M(P1

C). Como M(P1
C) = C(z) (por el Lema 1.3.13), sigue que g 2 C(f). Hemos

probado que el campo fijo de G en M es C(f). Por tanto, por el Teorema 1.5.24, M/C(f)
es de Galois con grupo de Galois G. Sólo falta mostrar que ◆ es inyectiva, aśı que sea
↵ 2 H con ◆↵ = id. Sea a 2 R̄, y p = f(a). Por el Teorema 2.1.16, existe una función
g 2 M que toma valores distintos dos a dos en f

�1(p). Como b := ↵(a) 2 f
�1(p) y

g(b) = ◆↵(g)(b) = (g(↵�1(b)) = g(a), sigue que a = b. Aśı, ↵(a) = a y luego ↵ = id por
el Lema 1.4.15, que es lo que queŕıamos.

Teorema 2.4.10. Usamos las mismas notaciones que en el Teorema 2.4.9. Para cada
p 2 P , sea C

top
p la clase de conjugación de H = Deck(f) asociada con p en la Proposición

2.2.6. Para cada p 2 P1
C, sea C

alg
p la clase de conjugación de G = Gal(M/C(f)) asociada

con p en la Proposición 2.3.18, para x = f . Entonces, Calg
p = 1 si p /2 P . Además, para

cada p 2 P , el isomorfismo ◆ : H ! G env́ıa C
top
p a C

alg
p . Por tanto, f : R ! P1

C \ P y
M/C(f) tienen el mismo tipo de ramificación.

Demostración. Sea ⇤ = C((t)) el campo de series formales de Laurent sobre C (como en
la Definición 2.3.1).
Caso 1: p 2 P1

C \ P .
Sea v 2 f

�1(p). Hay una carta (V,') (como en el Lema 2.4.6) con v 2 V . Si p 6= 1,
podemos asumir que 1 /2 '(V ) y ' = f |V . Si p = 1, tenemos ' = 1/(f |V ). Cada
g 2 M tiene una expansión en serie de Laurent alrededor de v de la forma

g =
1X

i=N

ai('� '(v))i

en esta carta coordenada. Enviando g a
P1

i=N
ait

i tenemos un homomorfismo de campos

⌫ : M ! ⇤.

Este homomorfismo es claramente distinto de 0, aśı que es inyectivo. Queremos computar
⌫(f). Si p 6= 1, entonces f = ' = p+ ('� '(v)) en V , aśı que ⌫(f) = p+ t. Si p = 1,

entonces f = 1/' = 1/('� '(v)) en V , asi que ⌫(f) = t
�1. De esta forma, ⌫ : M ! ⇤

extiende la función ⌫p : C(f) ! C(t) de la Proposición 2.3.18 para x = f . Luego, el
subcampo asociado L⌫ en esta proposición es simplemente ⇤ (contenido en la extensión
⇤/⇤) y por tanto generador distinguido ! de la extensión asociada es la identidad. Luego,

el ı́ndice de ramificación en p de M/C(f) es 1 y por tanto C
alg
p = 1.

Caso 2: p 2 P .
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Sea ⇡ 2 f
�1(p) un punto ideal. Sea (V⇡,'⇡) una carta coordenada alrededor de ⇡ como

en la Observación 2.4.5. En particular, V⇡ = E [ {⇡} y 'e
⇡ = p � f en V⇡. Cada g 2 M

tiene una expansión en serie de Laurent alrededor de ⇡ de la forma

g =
1X

i=N

bi'
i

⇡

y llevando g a
P1

i=N
bi⌧

i tenemos una inclusión

⌫ : M ! ⇤e = C((⌧))

con la notación de 2.3.8. Aqúı, queremos pensar en ⇤ = C((t)) como subcampo de
⇤e = C((⌧)), con t = ⌧

e. Como arriba, ⌫ extiende ⌫p : C(f) ! ⇤. En efecto, de
'
e
⇡ = p � f tenemos que f = 

�1
p � 'e

⇡ = p + '
e
⇡ si p 6= 1 y f = 1/'e

⇡ si p = 1. Aśı,
⌫(f) = p + ⌧

e = p + t en el primer caso y ⌫(f) = ⌧
�e = t

�1 en el segundo. Sea ! el
generador distinguido de Gal(⇤e/⇤) (como en la Definición 2.3.15). Por la Definición de

la clase C
alg
p (en la Proposición 2.3.18), contiene el elemento

⌫
�1 � ! � ⌫.

Por la Definición de la clase C
top
p (en la Proposición 2.2.6), contiene el generador dis-

tinguido hE del estabilizador de E en H. Por lo tanto, el Teorema sigue de mostrar
que

◆(hE) = ⌫
�1 � ! � ⌫.

En efecto, por Definición, hE fija E (y por tanto V⇡) e induce el generador distinguido
del cubrimiento fE = p � f : E ! D(r). Como 'e

⇡ = fE en E, '⇡ � h�1
E

= ⇣e'⇡ (en E)
por la Proposición 2.2.5(b). Para g 2 M como arriba, tenemos que

◆(hE)(g) = g � h�1
E

=
1X

i=N

bi('⇡ � h�1
E

)i =
1X

i=N

bi(⇣e'⇡)
i =

1X

i=N

(bi⇣
i

e)'
i

⇡

en una vecindad de ⇡. Por el Lema 2.3.10, ! env́ıa
P1

i=N
bi⌧

i a
P1

i=N
(bi⇣ie)⌧

i, aśı que

(⌫�1 � ! � ⌫)(g) = (⌫�1 � !)
 1X

i=N

bi⌧
i

!
= ⌫

�1

 1X

i=N

(bi⇣
i

e)⌧
i

!
= ◆(hE)(g)

que es lo que queŕıamos.

Teorema 2.4.11. Sea L/C(x) una extensión de Galois finita. Entonces, existe un sub-
conjunto finito P de P1

C y un cubrimiento de Galois finito f : R ! P1
C \ P de modo que

existe un isomorfismo C-lineal L ! M(R̄) enviando x a f ; donde identificamos f con
su extensión a R̄.
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Demostración. Fijemos F (x, y) 2 C[x, y] irreducible como polinomio en y sobre C(x) de
modo que L es campo de descomposición de F sobre C(x) (a priori, F (x, y) será un ele-
mento de C(x)[y]. Sin embargo, podemos considerar el polinomio F 0(x, y) = H(x)F (x, y),
donde H es el denominador común de los coeficientes de F . Este nuevo polinomio F

0 śı
es un elemento de C[x, y], es aún irreducible como polinomio en y y L seguirá siendo su
campo de descomposición sobre C(x)). Sea n el grado (en y) de F . Por el Lema 1.5.21,
sólo hay finitos p 2 C para los cuales F (p, y) tiene menos de n ráıces distintas. Sea P el
conjunto de estos p, además de 1. Sea R

0 el conjunto de todos los (u, v1, ..., vn) 2 Cn+1

con u 2 P1
C \ P , F (u, vi) = 0 para cada i y v1, ..., vn distintos dos a dos (v1,...,vn son

exactamente las ráıces de F (u, y)). Pensamos en R
0 como espacio topológico con la to-

poloǵıa inducida por Cn+1.
Afirmación 1: f 0 : R0 ! P1

C \P , (u, v1, ..., vn) 7! u es un cubrimiento. El grupo simétri-
co Sn actúa naturalmente como Deck(f 0) (permutando los vi).
Demostración. Para cada u0 2 P1

C \ P existen funciones holomorfas  1, ..., n definidas
en una vecindad U de u0 de modo que  1(u), ..., n(u) son exactamente las ráıces de
F (u, y) 2 C[y] para cada u 2 U (por el Colorario 1.3.7). Para cada � 2 Sn, denotamos

V� = {(u, �(1)(u), ..., �(n)(u)) : u 2 U}

aśı, (f 0)�1(U) es la unión disjunta de los V�. La función

U ! V�, u 7! (u, �(1)(u), ..., �(n)(u))

es la inversa de f 0|V� , aśı que f
0|V� es un homeomorfismo. Por tanto, f 0 es un cubrimiento.

Afirmación 2: Sea R una componente conexa de R
0. Entonces, la restricción de f

0 a R

es un cubrimiento de Galois finito f : R ! P1
C \ P .

Demostración. f = f
0|R es un cubrimiento por el Lema 1.4.11. Sea u 2 P1

C \ P y v, v
0 2

f
�1(u). Por la afirmación 1, existe ↵ 2 Deck(f 0) enviando v a v

0; y por lo tanto ↵ env́ıa
R a śı mismo (porque R es una componente conexa de R

0 que contiene v y v
0). Lo

mismo es cierto para ↵�1
, aśı que ↵ se restringe a un automorfismo de f . Aśı, como

Deck(f) actúa transitivamente en f
�1(u), f es de Galois. Además, es finito porque

deg(f)  deg(f 0) = n!.
Afirmación 3: Para cada i, la función gi : R ! C, (u, v1, ..., vn) 7! vi se extiende a una
función meromorfa ḡi : R̄ ! P1

C que satisface la ecuación F (f, ḡi) = 0.
Demostración. Cada punto de R tiene una vecindad de la forma V�, y la función f |V� es
una carta en R (con la estructura definida en el Lema 2.4.4). En estas cartas locales, gi
está representada por la función holomorfa  �(i); aśı que gi es holomorfa en R. Miramos
M(R̄) como subcampo deM(R) (v́ıa restricción). Aśı,M(R̄) es algebraicamente cerrado
en M(R): en efecto, si h 2 M(R) es algebraico sobre M(R̄) entonces h es meromorfa en
cada uno de los finitos puntos de R̄\R por el Lema 1.3.15. Para cada v = (u, v1, ..., vn) 2
R tenemos que F (u, vi) = 0, y por tanto F (f(v), ḡi(v)) = 0 para todo v 2 R. Luego f y
ḡi, vistos como elementos de M(R), satisfacen la ecuación F (f, ḡi) = 0. Como f 2 M(R̄)
y M(R̄) es algebraicamente cerrado en M(R), sigue que ḡi 2 M(R̄).
Afirmación 4: Las funciones g1, ..., gn generan M(R̄) sobre C(f)
Demostración. Por el Teorema 2.4.9, cada elemento de Gal(M(R̄)/C(f)) es de la forma
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◆↵, ↵ 2 Deck(f). Por tanto, basta probar que si ◆↵ fija g1, ..., gn entonces ↵ = id (de este
modo, tendŕıamos que Gal(M(R̄)/C(f)(g1, ..., gn)) = 1, aśı que M(R̄) = C(f)(g1, ..., gn)
porque la extensión es de Galois). En efecto, en este caso, para todo v 2 R tenemos que
gi(v) = gi(↵�1(v)). Como también f(v) = f(↵�1(v)), sigue que v = ↵

�1(v) (porque
entonces ↵�1 no mueve u ni vi en v). Aśı, ↵ = id.

Para concluir; como los gi satisfacen el polinomio irreducible F (f, y) sobre C(f), sigue
de la afirmación 4 que M(R̄) es el campo de descomposición de F sobre C(f). Aśı, por
el Teorema 1.5.10, L ' M(R̄); y de la construcción es claro que x 7! f .

Ahora estamos preparados para mostrar la conexión que buscamos.

Teorema 2.4.12. (de Existencia de Riemann: Versión Algebraica) Sea T = [G,P, (Cp)p2P ]
un tipo de ramificación, sea r = |P | y etiquetamos P por p1, ..., pr. Entonces, existe una
extensión de Galois finita de C(x) de tipo T si y sólo si existen generadores g1, ..., gr de
G con g1 · · · gr = 1 y gi 2 Cpi

Demostración. Supongamos que existen los generadores g1, ..., gr con estas propiedades.
Por el Teorema 2.2.13, existe un cubrimiento de Galois finito f : R ! P1

C \ P de tipo T .
Por el Teorema 2.4.10, la extension de Galois M/C(f) asociada tiene el mismo tipo de
ramificación. Rećıprocamente, sea L/C(x) una extensión de Galois finita. Por el Teorema
2.4.11, podemos asociar a esta extensión un cubrimiento de Galois finito f : R ! P1

C \P .
Por el Teorema 2.4.10, los puntos branch p1, ..., pr de L son exactamente los elementos
de P con C

top
p 6= 1. Aśı, por el Teorema 2.2.13, el grupo Deck(f) tiene generadores

h1, ..., hr con h1 · · ·hr = 1 y hi 2 C
top
pi para cada i. Aśı, las imágenes de h1, ..., hr

bajo el isomorfismo ◆ del Teorema 2.4.10 son generadores de Gal(M(R̄)/C(f)) con las
propiedades análogas. Esto prueba el Teorema porque L ' M(R̄) (por el Teorema
2.4.11).

Corolario 2.4.13. Todo grupo finito es realizable sobre C(x).

Ejemplo 2.4.14. Como ejemplo, realizaremos la familia de grupos diedrales Dn como
grupos de Galois sobre C(x).Dn está generado por dos elementos: una rotación r de orden
n y una simetŕıa s. Por la demostración del Teorema 2.2.8, podemos tomar X = C\{0, 1}
y el cubrimiento

f : R = X ⇥G ! P1
C \ {0, 1,1}, (x, g) 7! x,

con clases de conjugación r 2 C0, s 2 C1, (rs)�1 2 C1. Notemos que este cubrimiento
tiene grado 2n = |Dn|. Ahora, pensamos en la extensión de f a una superficie de Riemann
compacta f : R ! P1

C (como en la Proposición 2.4.3). Alrededor de los puntos en f
�1(0),

la Proposición 2.2.6 (c) nos dice que f se comporta como un cubrimiento de grado n;
porque n es el orden común de los elementos de C0. Aśı, el ı́ndice de ramificación de
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f en un punto en f
�1(0) es n. Razonamos análogamente sobre 1 e 1 para ver que el

ı́ndice de ramificación en las preimágenes de estos puntos es 2. Además, como el grado
de f como función holomorfa entre superficies de Riemann es 2n, tenemos que

X

p2R

(kp � 1) =
X

p2f�1({0,1,1})

(kp � 1) = 4n� 2.

Por tanto, por el Teorema 1.3.23, tenemos que:

2g(R)� 2 = d(2g(P1
C)� 2) +

X

p2R

(kp � 1) = �2d+
X

p2R

(kp � 1)

y luego,
2g(R)� 2 = �4n+ 4n� 2

lo que implica que g(R) = 0. Por tanto, cada grupo diedral Dn se puede realizar como
grupo de automorfismos de P1

C de manera que el cociente por su acción sea una vez más
P1
C, de manera similar a como lo hicimos en la Observación 2.2.3. Con esto en mente, y en

este caso en particular, podemos encontrar un ejemplo espećıfico de función holomorfa
g : P1

C ! P1
C que realice Dn. En primer lugar, notemos que las funciones

fr : z ! ⇣nz

fs : z ! 1

z

generan un grupo de automorfismos de P1
C isomorfo a Dn (para esto basta ver que

fsfrfs = f
n�1
s ). Aśı, g será una función racional (ya que sabemos que M(P1

C) = C(z))
que queda invariante por fr y fs (en el sentido que g = g �fi) y cuyo grado como función
holomorfa sea 2n = |Dn|. Claramente z 7! z

n es invariante por fr. Sin embargo, no es
tan obvio qué función racional es invariante por fs, por lo que introducimos el cambio
de coordenadas

w(z) =
z � 1

z + 1

que tiene la propiedad w(1/z) = �w(z) (hemos encontrado este cambio de coordenadas
enviando los puntos fijos de fs a los puntos fijos de w 7! w

2; una transformación de
orden 2 mucho más simple de estudiar). Aśı, w(z)2 es invariante por fs. Por tanto, una
función racional invariante por tanto fr como fs es g(z) = w(zn)2, es decir,

g(z) =
(zn � 1)2

(zn + 1)2

que es una función holomorfa P1
C ! P1

C de grado 2n. Por tanto, la función g realiza Dn

como grupo de automorfismos de P1
C. Aśı, por el Teorema 2.4.9, la extensión

M(P1
C)/C(g) = C(z)/C(g)

es de Galois con grupo de Galois Dn, y luego el Teorema 2.4.11 nos da la identificación
que queŕıamos.
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Observación 2.4.15. Como en este caso R resultó tener género 0, encontrar una fun-
ción que realizara el grupo Dn fue más sencillo de lo usual. No es tan obvio cómo se
podŕıa hacer esto en el caso más general; y de hecho no hay mucha literatura al respecto
de construcciones en el marco del Teorema de Existencia de Riemann, o de versiones
‘efectivas’ del mismo. Para una referencia al respecto de algunos trabajos en este sentido,
se puede ver [28] o [29].

Ejemplo 2.4.16. También como ejemplo, realizamos la familia de grupos simétricos
Sn. Por [35, Teorema 2.5], {g1, g2} con g1 = (12) y g2 = (12...n) es un conjunto de
generadores para Sn. Aśı, por el mismo argumento que en 2.4.14, tenemos un cubrimiento
f : R ! P1

C de grado n! = |Sn| y con ramificación 2 en los puntos de f
�1(0), n en los

puntos de f
�1(1) y n � 1 en los puntos de f

�1(1) (porque g1 tiene orden 2, g2 tiene
orden n y (g1g2)�1 tiene orden n� 1) y sin ramificación fuera de estos. Aśı, el Teorema
1.3.23 nos dice que

2g(R)� 2 = �2n! +

✓
n!

2
+

n!

n
(n� 1) +

n!

n� 1
(n� 2)

◆

y luego

g(R) = 1 +
1

4
(n2 � 5n+ 2)(n� 2)!

que es una función creciente de n. Esto muestra que Sn se realiza, con nuestro método,
en superficies de género 0 para S3 y S4 y con superficies de mayor género para valores
mayores de n (por ejemplo, S5 se realiza en género 4, S6 en género 49 y S10 en género
524161. No es necesario decir que ese número crece bastante rápido).

Ejemplo 2.4.17. Finalmente, realizamos la familia de grupos alternos An, con n � 4.
Separamos este en dos casos:

1. n impar. Por [35, Teorema 3.5], {g1, g2} con g1 = (123) y g2 = (12...n) es un
conjunto de generadores para An. Una vez más por el mismo argumento de 2.4.14,
existe un cubrimiento f : R ! P1

C de grado n!/2 = |An| con ramificación 3 en los
puntos de f

�1(0), n en los puntos de f
�1(1) y n en los puntos de f

�1(1) (porque
g1 tiene orden 2, g2 tiene orden n y (g1g2)�1 tiene orden n) y sin ramificación fuera
de estos. Por el Teorema 1.3.23, tenemos que

2g(R)� 2 = �n! +

✓
2
n!

6
+

n!

2n
(n� 1) +

n!

2n
(n� 1)

◆

y luego

g(R) = 1 +
1

6
(n� 3)(n� 1)!

donde de nuevo tenemos una función creciente de n. Este método realiza A5 en
género 9; y una vez más crece muy rápido: realiza A11 en género 4838401.

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020



2 El Teorema de Existencia de Riemann 52

2. n par. Por [35, Teorema 3.5], {g1, g2} con g1 = (123) y g2 = (23...n) es un conjunto
de generadores para An. Una vez más por el mismo argumento de 2.4.14, existe un
cubrimiento f : R ! P1

C de grado n!/2 = |An| con ramificación 3 en los puntos de
f
�1(0), n� 1 en los puntos de f

�1(1) y n� 2 en los puntos de f
�1(1) (porque g1

tiene orden 2, g2 tiene orden n� 1 y (g1g2)�1 tiene orden n� 2) y sin ramificación
fuera de estos. Por el Teorema 1.3.23, tenemos que

2g(R)� 2 = �n! +

✓
2
n!

6
+

n!

2(n� 1)
(n� 2) +

n!

2(n� 2)
(n� 3)

◆

y luego

g(R) = 1 + n!
(n2 � 5n+ 5)

4(n� 2)(n� 1)

donde de nuevo tenemos una función creciente de n. Este método realiza A4 en
género 2; y una vez más crece muy rápido: realiza A10 en género 693001.

Observación 2.4.18. Una función Magma que puede calcular el género de la superficie
de Riemann obtenida por este método es la siguiente:

genus:=function(G);

L:=Setseq(Generators(G));

S:=L cat [&*L];

return (2-2*Order(G)+&+[Order(G)*(Order(g)-1)/Order(g) : g in S])/2;

end function;

donde G es un grupo finito. Esto ocupa generadores para G calculados por Magma, por
lo que algunos resultados de este programa difieren de los que hemos obtenido hacia
arriba. Por ejemplo, Magma realiza A4 sobre una superficie de género 3; lo que muestra
que diferentes elecciones de generadores cambian la superficie que obtenemos.

Observación 2.4.19. Se puede mostrar, de hecho, que los subgrupos finitos de Aut(P1
C)

son necesariamente isomorfos a Cn, Dn, A4, A5 o S4 (ver [27, Lema 3.1]).

Cerramos la sección detallando un poco más la equivalencia entre cubrimientos y exten-
siones que hemos evidenciado.

Lema 2.4.20. Sean s, n 2 N. Existe un grupo finito H = Hn,s con generadores h1, ..., hs
que satisface:

(a) Para cualquier grupo G de orden  n y g1, ..., gs 2 G, existe un homomorfismo
H ! G enviando hi a gi.

(b) La intersección de todos los subgrupos normales de H de ı́ndice  n es trivial.
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(c) Si h
0
1, ..., h

0
s son generadores de un grupo H

0 que satisface (b) entonces existe un
homomorfismo sobreyectivo H ! H

0, hi 7! h
0
i
.

(d) Si h01, ..., h
0
s son generadores de H existe un automorfismo de H enviando hi a h

0
i
.

Demostración. Sea Fs el grupo libre en s generadores. Notemos que Fs tiene finitos
subgrupos normales de ı́ndice  n ya que cada uno es el núcleo de un homomorfismo
� : Fs ! G, con G de orden  n (por el primer Teorema de isomorfismo). Construimos
Hn,s como el cociente de Fs por la intersección de todos estos subgrupos normales. Este
grupo es finito por lo anterior y el segundo Teorema de isomorfismo. Además;

cumple (b): sea K el subgrupo de Fs tal que Hn,s = Fs/K. Sea G/K un subgrupo
normal de Hn,s de ı́ndice  n. Se tiene:

Hn,s

.�
G /K

� '
�Fs /K

�.�
G /K

� ' Fs /G

por el tercer teorema de isomorfismo. Luego, G también tiene ı́ndice  n en Fs.
Por tanto, como la intersección

T
G/K de todos los subgrupos de ı́ndice  de Hn,s

contiene K,
Hn,s

.T
G/K ' Fs

.T
G ' Hn,s

y luego
T
G/K = 1,

cumple (c): tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Fs H
0

H

'

⇡
 

donde '(fi) = h
0
i
y ⇡(fi) = hi. Estas funciones inducen un homomorfismo sobre-

yectivo  si K ✓ Ker('), aśı que sea x 2 K. La función ' es sobreyectiva, aśı que
'(x) está en todos los subgrupos de ı́ndice  n de H

0; cuya intersección es trivial
por hipótesis. Sigue que x 2 Ker(');

cumple (a) por el mismo argumento de (c), notando que la intersección de los sub-
grupos normales de ı́ndice  n de G es trivial porque 1 es uno de estos subgrupos;

cumple (d) porque existe un endomorfismo sobreyectivo enviando hi en h
0
i
por (c).

Corolario 2.4.21. Sean P ✓ P1
C finito y s = |P | � 1. Para cada n � 2, consideremos

el compositum Kn(P ) de todas las extensiones finitas de Galois de C(x) de grado  n

con puntos branch contenidos en P (dentro de alguna clausura algebraica de C(x)).

Sof́ıa Pérez Garbayo 2020



2 El Teorema de Existencia de Riemann 54

Entonces, Kn(P )/C(x) es una extensión finita de Galois con Gal(Kn(P )/C(x)) ' Hn,s

y con puntos branch en P . Rećıprocamente, si K/C(x) es una extensión finita de Galois
con Gal(K/C(x)) ' Hn,s y puntos branch contenidos en P , entonces K = Kn(P ).

Demostración. Por el Teorema 2.4.12, existe una extensión finita de Galois K/C(x)
con grupo de Galois isomorfo a Hn,s y puntos branch en P (aplicando el Teorema a
h1, ..., hs+1 2 Hn,s, donde hs+1 = (h1 · · ·hs)�1). La condición (b) del Lema 2.4.20 implica
que K es el compositum de las extensiones finitas de Galois Li/C(x) de grado  n

contenidas en K; ya que, por el Teorema 1.5.22, tenemos la siguiente situación:

K 1

L1 ... Lk N1 ... Nk

C(x) Hn,s

n nn n

donde cada Ni es el subgrupo normal de Hn,s asociado al subcampo Li. Como la inter-
sección de estos es trivial, el subgrupo asociado al compositum de L1, ..., Lk es trivial, y
por tanto la extensión K/L1 · · ·Lk es de grado 1. Cada una de estas extensiones tiene
sus puntos branch en P , ya que un elemento de Gal(K/C(x)) es trivial si y solo si es
trivial en cada L, y por tanto la clase Cp se “restringe” por la Proposición 2.3.18.
Ahora, sea L/C(x) cualquier extensión finita de Galois de grado  n con puntos branch
contenidos en P , y sea K

0 el compositum de L y K. Aśı, K 0 también tiene puntos branch
contenidos en P , y luego por el Teorema 2.4.12 el grupo H

0 = Gal(K 0
/C(x)) puede ser

generado por s elementos. Como K es compositum de extensiones de grado  n, K 0

también lo será; aśı que la intersección de todos los subgrupos normales de H
0 de ı́ndi-

ce  n es trivial (por el Teorema 1.5.22 y el mismo argumento de arriba). Aśı, sigue
del Lema 2.4.20(c) que |H 0|  |Hn,s|. De aqúı, K 0 = K, y por tanto L ✓ K. Sigue
que K = Kn(P ), porque todas las extensiones que cumplen las mismas condiciones de
L/C(x) están contenidas en K; y K es compositum de todas ellas.

Proposición 2.4.22. Sea G un grupo finito, y P ✓ P1 finito. El número �(G,P ) de
extensiones finitas de Galois de C(x) con grupo de Galois isomorfo a G y puntos branch
contenidos en P es finito e igual al número de órbitas de Aut(G) en el conjunto de
sistemas generadores de G de largo s = |P |� 1.

Demostración. Por el Corolario 2.4.21 y el Teorema 1.5.22, �(G,P ) es igual al número
de subgrupos normales N de Hn,s con Hn,s/N ' G, con n = |G| y s = |P | � 1. Este
N es el núcleo de un homomorfismo sobreyectivo  : Hn,s ! G determinado por las
imágenes g1, ..., gs de h1, ..., hs. g1, ..., gs generan G, y cualquier sistema de generadores
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está asociado a algún  por la Definición de Hn,s. Dos elecciones de  , 0 tienen el mismo
núcleo si y sólo si existe un automorfismo de G enviando gi a los g

0
i
correspondientes.

Para los sistemas de generadores, esto significa que (g01, ..., g
0
n) = ↵ · (g1, ..., gn), donde ↵

actúa componente a componente en n-uplas de elementos del grupo. Por lo tanto, � es
igual al número de órbitas de Aut(G) en sistemas generadores de G de largo s.

Teorema 2.4.23. Sea G un grupo finito, P ✓ P1
C finito, y q 2 P1

C \ P . Hay una corres-
pondencia biyectiva entre los siguientes objetos:

(a) Las clases de C(x)-isomorfismo de extensiones de Galois L/C(x) con grupo de Galois
isomorfo a G y puntos branch contenidos en P .

(b) Las clases de equivalencia de cubrimientos de Galois f : R ! P1
C \ P con grupo de

automorfismos isomorfo a G.

(c) Las clases de equivalencia de cubrimientos ramificados f : R ! P1
C, con R una

superficie de Riemann compacta y conexa, con conjunto de puntos branch contenido
en P y que tienen un subgrupo H  Aut(R) isomorfo a G y de modo que cada
h 2 H cumple que f � h = f y además es transitivo en cada fibra f

�1(p); bajo la
relación de equivalencia f1 : R1 ! P1

C ⇠ f2 : R2 ! P1
C si y solo si existe una función

biholomorfa ↵ : R1 ! R2 con f2 � ↵ = f1.

(d) Los subgrupos normales del grupo fundamental ⇡1(P1
C \ P, q) con cociente isomorfo

a G.

La correspondencia entre (a) y (b) está dada asociando f con las extensiones L/C(x)
para las cuales existe un isomorfismo C-lineal L ! M(R̄) que env́ıa x a f (donde R̄ está
construido como en la Proposición 2.4.3); mientras que la correspondencia entre (b) y
(d) está dada asociando f con el kernel de la sobreyección �b : ⇡1(P1

C \ P, q) ! Deck(f)
de la Proposición 2.2.2, para cualquier b 2 f

�1(q); y la correspondencia entre (b) y (c)
está dada asociando f a su extensión f de la Proposición 2.4.3.

Demostración. Comenzamos con la correspondencia entre (b) y (d). Notemos que el
núcleo de �b no depende de b. En efecto, para otro b

0 2 f
�1(q); si denotamos por � el

elemento de Deck(f) tal que �(b) = b
0 y  2 Inn(Deck(f)) con  (↵) = � � ↵ � ��1, se

tiene que �b0 =  ��b. Es claro que cubrimientos equivalentes tendrán asociado el mis-
mo subgrupo normal. Rećıprocamente, dos cubrimientos asociados al mismo subgrupo
normal son equivalentes por el Lema 1.4.13. Aśı, basta ver que cada subgrupo normal N
de � = ⇡1(P1

C\P, q) con �/N ' G es de la forma Ker(�b) para algún espacio cubriente f .
Si 1 2 P , esto sigue del Teorema 2.2.8 tomando g1, ..., gn como las imágenes de �1, ..., �n
en G a través de la proyección ⇡. El caso general sigue de un cambio de coordenadas.
Queremos contar el número de elementos en (b) y (d), digamos �. Sea n = |P | � 1.
Por el Corolario 2.2.9, � es libre de rango n, con generadores �1, ..., �n. Aśı, existe una
correspondencia entre los homomorfismos sobreyectivos ' : � ! G y los sistemas de
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generadores g1, ..., gn de G de largo n, dada por gi = '(�i). Dos de estos homomorfismos
tienen el mismo núcleo si y sólo si '0 = ↵' para algún ↵ 2 Aut(G). Por lo tanto, � es
igual al número de órbitas de Aut(G) en sistemas generadores de G de largo n (al igual
que en la Proposición 2.4.22).
Ahora, mostramos la correspondencia entre (a) y (b). Por el Teorema 2.4.11, cada espacio
cubriente f tiene asociada una extensión L/C(x). Claramente, espacios cubrientes equi-
valentes tienen asociada la misma extensión módulo C(x)-isomorfismo. Por tanto hemos
definido una función entre los objetos en (b) a los objetos en (a), que es sobreyectiva
por el Teorema 2.4.11. Basta entonces probar que (a) tiene exactamente � elementos, y
que � es finito. Esto sigue de la Proposición 2.4.22.
Finalmente, mostramos la correspondencia entre (b) y (c). Por la Proposición 2.4.3 y el
Lema 2.4.6; cada espacio cubriente f se asocia con su extensión f a una superficie de
Riemann compacta y conexa que cumple la condición del subgrupo. El mismo argumento
en estos resultados que muestra que un elemento de Deck(f) se extiende a una función
holomorfa R ! R muestra que si tenemos dos espacios cubrientes fi : Ri ! P1

C \ P y
un homeomorfismo � : R1 ! R2 que cumple que f1 = f2 � �; este se extiende a una
función holomorfa y biyectiva � : R1 ! R2. Como lo mismo es cierto para ��1, hemos
definido una función entre los objetos en (b) a los objetos en (c). Esta función tiene
inversa: a cada cubrimiento ramificado f : R ! P1

C de este tipo podemos quitarle su

conjunto de puntos branch P
0 ✓ P y su preimagen f

�1
(P 0) para obtener una función

f : R \ f�1
(P 0) ! P1

C \ P 0. Notemos que f es un cubrimiento de Galois por la condición
de transitividad de H y porque R es conexo (y por tanto todas las fibras tendrán la
misma cardinalidad). Esto muestra la correspondencia.

Observación 2.4.24. El Teorema 2.4.23 tiene una versión más general si quitamos la
hipótesis de ser de Galois en todas partes. Más espećıficamente, se puede mostrar que
existe una correspondencia entre los siguientes objetos:

(a) Las clases de C(x)-isomorfismo de extensiones L/C(x) con puntos branch contenidos
en P .

(b) Las clases de equivalencia de cubrimientos f : R ! P1
C \ P .

(c) Las clases de equivalencia de cubrimientos ramificados f : R ! P1
C, con R compacta

y conexa y puntos branch en P .

(d) Las clases de conjugación de subgrupos del grupo fundamental ⇡1(P1
C \ P, q).

Este resultado es una combinación de los encontrados, por ejemplo, en [23, Teoremas
2.3.4, 3.2.7 y 3.3.7] en el caso espećıfico de P1

C como imagen para los cubrimientos. Estos
Teoremas están de hecho enunciados de manera aún más general, pero estas formulacio-
nes requieren lenguaje extra que está fuera del alcance de este trabajo.
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3 Hacia el Problema Inverso de Galois

Clásico

Un posible estudio del Problema Inverso de Galois clásico se beneficia mucho del acer-
camiento que acabamos de hacer hasta aqúı. Comenzamos con una primera Definición:

Definición 3.0.1. Sea G un grupo finito, K un campo. Una realización de G sobre K
es una extensión de campos L/K con Gal(L/K) ' G.

Estas realizaciones pueden ser sujetas a un proceso de descenso. En efecto, si G es un
grupo y x1, ..., xm son elementos trascendentales sobre Q, podemos encontrar extensiones
de campos de modo que se tenga la siguiente evolución:

Realización de G sobre C(x)

Realización de G sobre Q(x1, ..., xm)

Realización de G sobre Q.

La primera flecha es definitivamente la más complicada: no sabemos si todos los grupos
realizables sobre C(x) lo son sobre Q(x1, ..., xm). Sin embargo, con una condición (bas-
tante fuerte de hecho) impuesta sobre el grupo G, es posible obtener un resultado que
nos permite descender: la existencia de una n-upla ŕıgida de clases de conjugación de
G. Hablamos un poco de esta condición y del método que le da nombre en la sección
3.1.
La segunda flecha es much́ısimo más simple: una vez que tenemos demostrado el Teo-
rema de Irreducibilidad de Hilbert, obtenemos como consecuencia bastante directa
de él que todo grupo realizable sobre Q(x1, ..., xm) lo es también sobre Q. Hablaremos
un poco de este resultado en la sección 3.2.
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3.1. El Método de Rigidez

Como pretendemos realizar grupos sobre Q(x1, ..., xm), comenzamos con una primera
Definición. Durante esta sección, L, k y K serán siempre campos.

Definición 3.1.1. Sea G un grupo finito. Decimos que G ocurre regularmente sobre
K si existe algún entero m > 0 y alguna extensión de Galois L/K(x1, ..., xm), donde
x1, ..., xm son elementos trascendentales sobre K, de modo que K es algebraicamente
cerrado en L y Gal(L/K(x1, ..., xm)) ' G

Un obstáculo importante en nuestro descenso es el hecho de que pueden existir múltiples
extensiones no isomorfas con el mismo tipo de ramificación (las hemos contado, de hecho,
en la demostración del Teorema 2.4.23). Esto motiva la Definición de rigidez.

Definición 3.1.2. Sea (C1, ..., Cr) una r-upla de clases de conjugación de un grupo G.
Decimos que es débilmente ŕıgida en G si

(a) existen generadores g1, ..., gr de G con g1 · · · gr = 1 y gi 2 Ci, y

(b) si g01, ..., g
0
r es otro sistema de generadores de G con las mismas propiedades, entonces

existe un único automorfismo � de G con �(gi) = g
0
i
.

Además, decimos que es ŕıgida si cumple (a) y en (b) el automorfismo � es un auto-
morfismo interno.

Observación 3.1.3. La unicidad en el caso ŕıgido es equivalente a la condición de que
el centro Z(G) sea trivial. En efecto, si g, h son dos elementos de G con ggig

�1 = g
0
i
=

hgih
�1 para cada i, entonces h

�1
ggi = gih

�1
g; es decir, que h

�1
g conmuta con cada

generador gi y luego h
�1

g 2 Z(G); por lo que si Z(G) es trivial entonces h = g. Por otra
parte, si Z(G) no es trivial entonces cualquier elemento no trivial z 2 Z(G) es tal que
gzgi(gz)�1 = ggig

�1 = g
0
i
, en contradicción con la unicidad.

Definición 3.1.4. Un tipo T = [G,P,C] es ŕıgido (débilmente ŕıgido) si los elemen-
tos de P se pueden etiquetar como p1, ..., pr de modo que las clases Ci = Cpi forman una
r-upla ŕıgida (débilmente ŕıgida) en G.

Se puede probar que si (C1, ..., Cr) es (débilmente) ŕıgida sigue siéndolo después de una
permutación de los Ci, aśı que la elección de estas etiquetas no importa.

Teorema 3.1.5. [32, Teorema 4.4.8] Para cada tipo débilmente ŕıgido T existe una única
extensión finita de Galois de C(x) de tipo T (salvo isomorfismo).
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Idea de la Demostración. La existencia viene del Teorema 2.4.12. Para la unicidad, consi-
deramos dos extensiones L1/C(x) y L2/C(x) del mismo tipo dentro de alguna extensión
finitamente generada L/C(x), y el homomorfismo por restricción

⇢j : G = Gal(L/C(x)) ! Gj = Gal(Lj/C(x)).

Por una parte, el Teorema 2.4.12 induce generadores ⇢j(g1), ..., ⇢j(gr) de Gj con las
propiedades del Teorema; mientras que el hecho de que L1 y L2 tengan el mismo tipo

significa que existe un isomorfismo " : G2 ! G1 enviando C
(2)
p a C

(1)
p para todo p 2 P .

Por tanto el conjunto de generadores {"(⇢2(gk))}rk=1 satisface las mismas condiciones que
el conjunto {⇢1(gk)}rk=1. La rigidez implica que existe un automorfismo � de G1 enviando
"(⇢2(gk)) a ⇢1(gk) para cada k. Por tanto � = � � " es un isomorfismo de G2 en G1 que
env́ıa ⇢2(gk) en ⇢1(gk), aśı que ⇢1 = � � ⇢2. Sigue que L1 = L

Ker(⇢1) = L
Ker(⇢2) = L2. ⇤

Observación 3.1.6. Es claro que las extensiones abelianas (es decir, aquellas con grupo
de Galois abeliano) de C(x) tienen tipo débilmente ŕıgido, y por el Teorema 3.1.5 están
únicamente determinadas por él. Esto las hace mucho más fáciles de manejar que aquellas
no abelianas, y por tanto no es sorprendente que sean tan usadas, por ejemplo, en Teoŕıa
de Números. El detalle que śı es sorprendente es que la clase de extensiones únicamente
determinadas por su tipo contiene muchas extensiones con grupos de Galois simple y no
abeliano.

La principal pregunta de este acercamiento es la siguiente: dada una extensión L/K(x)
finita y de Galois y un subcampo k ✓ K, ¿existe algún subcampo Lk ✓ L de modo que
Gal(Lk/k(x)) ' Gal(L/K(x))? Esto motiva la siguiente Definición:

Definición 3.1.7. Dado un subcampo k ✓ K, la extensión de Galois L/K(x) está
definida sobre k si existe un subcampo Lk ✓ L de modo que Lk/k(x) es de Galois, k
es algebraicamente cerrado en Lk y [Lk : k(x)] = [L : K(x)].

Esto es suficiente por el siguiente Lema:

Lema 3.1.8. [32, Lema 5.1.3] Si L/K(x) está definida sobre k, entonces

Gal(L/K(x)) ' Gal(Lk/k(x))

a través del homomorfismo de restricción a Lk.

Idea de la Demostración. Primero notamos que un elemento primitivo de la exten-
sión Lk/k(x) es también primitivo para L/K(x), y por tanto cualquier elemento de
Gal(L/K(x)) deja Lk invariante. El resultado sigue porque el homomorfismo de restric-
ción es inyectivo entre grupos del mismo orden. ⇤
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Lema 3.1.9. [32, Lema 5.1.6] Si L/K(x) está definida sobre k y k es algebraicamente
cerrado, entonces L/K(x) y Lk/k(x) tienen el mismo tipo.

Idea de la Demostración. Básicamente la demostración de la Proposición 2.3.18, haciendo
uso de la extensión de ⌫p natural. La igualdad de tipos se tiene por la restricción análoga
de la parte (d). ⇤

Definición 3.1.10. Sea ↵ 2 Aut(k). Extendemos ↵ a un automorfismo de k(x) fijando
x. Consideramos dos extensiones finitas y de Galois L/k(x) y L

0
/k(x). Un isomorfismo

� : L ! L
0 que cumple que �|k(x) = ↵ es un ↵-isomorfismo.

Observación 3.1.11. Cada ↵-isomorfismo � induce un isomorfismo de grupos

�
⇤ : Gal(L/k(x)) ! Gal(L0

/k(x)), � 7! ���
�1

.

Lema 3.1.12. [32, Lema 5.1.9] Sean K = k y L/K(x) una extensión de Galois finita
con grupo de Galois G de modo que Z(G) = 1. Si para cada ↵ 2 Gal(K/k) existe un
↵-isomorfismo � : L ! L con �⇤ = id, entonces L/K(x) está definida sobre k.

Idea de la Demostración. La extensión L/K(x) está definida en una extensión finitamente
generada k1 de k (agregando las ráıces del polinomio mı́nimo de un elemento primitivo
de L/K(x)). Ponemos L1 = Lk1 . Consideremos ↵1 2 Gal(k1/k) y lo extendemos a ↵ 2
Gal(K/k); que por hipótesis tiene un ↵-isomorfismo � con �⇤ = id. El campo intermedio
L1 es único con la propiedad de ser Galois sobre k1(x) y de que k1 es algebraicamente
cerrado en L1 (aqúı ocupamos el hecho de que el centro del grupo de Galois es trivial), aśı
que �(L1) = L1. La restricción �|L1 = �1 resulta ser un ↵1-isomorfismo; lo que luego de
un cálculo implica que G1 := Gal(L1/k(x)) es el producto directo deH := Gal(L1/k1(x))
y el centralizador C de G1 en H. Si tomamos Lk como el campo fijo de C en L1,
Gal(Lk/k(x)) ' H/C ' G1 ' G. Finalmente, k es algebraicamente cerrado en Lk

porque k1 lo es en L1, Lk \ k1(x) = k(x) y Lk ✓ L1. ⇤

Definición 3.1.13.

1. Una clase de conjugación C de un grupo G es racional si Cm = C para todo
entero m < |G| con mcd(m, |G|) = 1.

2. Un tipo T = [G,P,C] es k-racional si P ✓ k [ {1} y para cada p 2 P y
↵ 2 Gal(k/k),

a) ↵(p) 2 P , y

b) C↵(p) = C
m
p , donde m es el entero tal que ↵�1(⇣n) = ⇣

m
n , ⇣n es una ráız

n-ésima de la unidad en k y n = |G|.
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Además, si k = Q decimos que T es simplemente racional.

Observación 3.1.14. Un tipo T = [G,P,C] es k-racional si P ✓ k [ {1} y cada clase
C 2 C es racional.

El siguiente será nuestro principal teorema de descenso.

Teorema 3.1.15. [32, Teorema 5.2.2] Sean K = k y L/K(x) una extensión finita y de
Galois. Si el tipo T de la extensión es ŕıgido y k-racional, entonces L/K(x) está definida
sobre k.

Idea de la Demostración. La rigidez de T implica que G = Gal(L/K(x)) tiene centro
trivial. Dado ↵ 2 Gal(K/k), lo extendemos a K(x)[y] fijando x, y. El automorfismo ↵
induce un ↵-isomorfismo

� : L = K(x)[y]/(F ) ! L
0 = K(x)[y]/(↵F ),

donde F es un polinomio irreducible en K(x)[y]. Sea G
0 = Gal(L0

/K(x)). Se puede
mostrar que la rigidez de T , la k-racionalidad de T y la trivialidad de Z(G) implican que
�
⇤ env́ıa las clases de conjugación destacadas Cq de G a las clases destacadas C 0

q de G
0;

por tanto L/K(x) y L
0
/K(x) tienen el mismo tipo de ramificación. Por el Lema 3.1.5,

existe unK(x)-isomorfismo µ : L0 ! L. Definimos  = µ�� : L ! L. Un cálculo muestra
que  ⇤ fija todas las clases de conjugación, aśı que  ⇤ debe ser un automorfismo interno
(el automorfismo que fija las clases de conjugación es único por la rigidez de T ). Sea
g 2 G tal que  ⇤(h) = ghg

�1. Otro cálculo muestra que � = g
�1 es un ↵-isomorfismo

con �⇤ = id, aśı que L/K(x) está definida sobre k por el Lema 3.1.12. ⇤

Teorema 3.1.16. [32, Teorema 5.2.3] Si T = [G,P,C] es un tipo ŕıgido y k-racional,
con k ✓ C; entonces existe una única extensión de Galois finita L/C(x) de este tipo.
Esta extensión está definida sobre una extensión puramente trascendental k(t1, ..., tn) de
k y G ocurre regularmente sobre k.

Idea de la Demostración. L/C(x) existe por el Teorema 2.4.12 y es única por el Teorema
3.1.5. Por el mismo argumento que en la demostración del Lema 3.1.12, L/C(x) está
definida en una extensión k1 = k(t1, ..., tr) de k. Si tomamos algunos t1, ..., ts de estos
generadores de modo que sean maximales con respecto a ser algebraicamente indepen-
dientes, entonces k1/k0 con k0 = k(t1, ..., ts) es finita y k0/k es puramente trascendental.
Sea K = k1. Por un argumento similar al de la demostración del Lema 3.1.8, L/C(x)
está definida sobre K, y por el Lema 3.1.9 L/C(x) y LK/K tienen el mismo tipo. T es
k-racional, aśı que por restricción también es k0-racional. Esto implica que el tipo de
LK/K es k0-racional, aśı que LK/K está definida sobre k0 por el Teorema 3.1.15. Aśı,
Lk0 es tal que

Gal(L/C(x)) ' Gal(LK/K(x)) ' Gal(Lk0/k0(x)) = Gal(Lk0/k(t1, ..., ts, x)).
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Concluimos porque k es algebraicamente cerrado en k0 y este a su vez lo es en Lk0 por
Definición, aśı que k lo es en Lk0 . ⇤

Corolario 3.1.17. Si G es un grupo que tiene una r-upla ŕıgida de clases de conjugación
(C1, ..., Cr), con Ci racionales, entonces G ocurre regularmente sobre Q.

Idea de la Demostración. Directo del Teorema 3.1.16, usando la Observación 3.1.14. ⇤

Esto es, por supuesto, lo que queŕıamos lograr.

Observación 3.1.18. En su celebrado art́ıculo [6], John Thompson encontró una 3-upla
ŕıgida de clases de conjugación racionales (C1, C2, C3) del Monster Group M ; donde
el orden común de los elementos de C1, C2 y C3 es 2, 3 y 29, respectivamente. Este
resultado, junto al Corolario 3.1.17 y la Sección a continuación, mostrarán que este
grupo es realizable sobre Q.

3.2. El Teorema de Irreducibilidad de Hilbert

Una vez que hemos realizado los grupos sobre Q(x1, ..., xr), nos embarcamos en su reali-
zación sobre Q. Nuestra Definición más importante para estos propósitos es la siguiente:

Definición 3.2.1. Un campo K se dice hilbertiano si para cada polinomio irreducible
f 2 K[x, y] existen infinitos b 2 K de modo que fb(y) := f(b, y) es irreducible en K[y].

Esta Definición será importante porque ser hilbertiano es suficiente para que un campo
permita realizar este proceso de descenso. Para mostrar esto, requeriremos algunos le-
mas previos. Durante esta sección, L y K serán siempre campos de caracteŕıstica 0; y
utilizaremos la expresión “casi todos” para referirnos a todos salvo finitos elementos de
algún conjunto.

Teorema 3.2.2. [33, Teorema 1] Sea L/K(x) una extensión finita de Galois, ↵ un
elemento primitivo para la extensión y f 2 K[x][y] su polinomio mı́nimo. Para casi todo
b 2 K, si fb(y) es irreducible en K[y], entonces L0

/K es una extensión de Galois, donde
L
0 = K[y]/(fb(y)). Además, Gal(L/K(x)) ' Gal(L0

/K).

Idea de la Demostración. Fijado b 2 K, definimos el homomorfismo !b : K[x] ! K,
p(x) 7! p(b). Se puede probar que, si !b(f(y)) = fb(y) es irreducible, entonces L0 es cam-
po de descomposición de !b(f) sobre K si y sólo si !b(D(f)) 6= 0, donde D(f) es el dis-
criminante del polinomio f . Aśı, en este caso L

0
/K es de Galois. Sean ↵1, ...,↵r las ráıces

de f (que generan L). El homomorfismo !b induce un isomorfismo entre Gal(L/K(x))
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y Gal(L0
/K), definido por �i 7! �

0
i
, donde �i es el único automorfismo de Gal(L/K(x))

que env́ıa ↵1 a ↵i y �0i es el único automorfismo de Gal(L0
/K) que env́ıa !b(↵1) a !b(↵i).

Por tanto, el teorema es válido para todo b 2 K excepto las ráıces de h(x) = !x(D(f)),
que son finitas porque este es un polinomio en una variable. ⇤

Lema 3.2.3. [33, Teorema 2] Sea K hilbertiano y f 2 K[x1, ..., xn] irreducible. Entonces,
existen infinitos b 2 K de modo que f(b, x2, ..., xn) es irreducible en K[x2, ..., xn].

Idea de la Demostración. Sea d un entero mayor que el grado de f en todas las variables
x2, ..., xn. Definimos el homomorfismo de anillos

Sd : K[x1, ..., xn] ! K[x, y]

f(x1, ..., xn) 7! f(x, y, yd, yd
2
, ..., y

d
n�2

).

que es biyectivo entre los conjuntos Vd de polinomios de grado menor a d en cada
variable x2, ..., xn y Wd de polinomios de grado menor a d

n�1 en y. A través de este
homomorfismo, agruparemos todos los factores de grado 0 en y de Sd(f) en un polinomio
g(x), es decir,

Sd(f) = g(x)
Y

i2I
gi(x, y)

donde cada gi es de grado positivo en y e irreducible. Como K es hilbertiano, para casi
todo b 2 K cada uno de los gi(b, y) es irreducible. Consideraremos el conjunto de estos
b, con la condición extra g(b) 6= 0. Supongamos que fb = f(b, x2, ..., xn) es reducible, es
decir, fb = hh

0 2 K[x1, ..., xn]. Como Sd(h)Sd(h0) = g(b)
Q

i2I gi(b, y), podemos parti-
cionar I en {A,B} de modo que Sd(h) = u

Q
i2A gi(b, y) y Sd(h0) = u

0Q
i2B gi(b, y), con

uu
0 = g(b). Escribimos H =

Q
i2A gi(b, y) y H

0 =
Q

i2B gi(b, y), de modo que

uHu
0
H

0 = g(b)HH
0 = Sd(f).

Como tanto H como H
0 están en Wd, existen únicos h̃, h̃0 tal que Sd(h̃) = H y Sd(h̃0) =

H
0. Aśı (luego de un cálculo sencillo), encontramos que h̃bh̃

0
b
= g(b)�1

fb y que h̃h̃
0
/2 Vd.

De aqúı, notamos que b debe ser ráız de los coeficientes de cada monomio de h̃h̃
0 como

polinomio en F [x2, ..., xn][x1] donde alguna variable x2, ..., xn tiene grado mayor a d� 1,
ya que h̃h̃

0
/2 Vd pero f 2 Vd. Sin embargo, sólo hay finitos de estos coeficientes, porque

sólo pueden haber finitas factorizaciones gHH
0 de Sd(f). Por tanto, si tomamos b fuera

de este conjunto, tenemos una contradicción, y por tanto fb es irreducible. Aśı, fb es
irreducible para casi todo b 2 K. ⇤

Teorema 3.2.4. [33, Teorema 3] Toda extensión finitamente generada y puramente
trascendental de un campo hilbertiano es hilbertiana.

Idea de la Demostración. Sea L = K(x1, ..., xn)/K esta extensión. Sea f 2 L[x, y] un
polinomio irreducible. Elegimos g 2 K[x1, ..., xn] de modo que gf 2 K[x1, ..., xn, x, y].
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Por el Teorema 3.2.3, existirán infinitos b 2 K de modo que (gf)b = (gf)(x1, ..., xn, b, y)
es irreducible en K[x1, ..., xn, y]. Por el Lema 1.5.1, (gf)b será irreducible en L[y]. Como
(gf)b = gbfb y gb = g es una unidad en L[y], fb es irreducible en L[y]. ⇤

Observación 3.2.5. De hecho, se puede probar que toda extensión finitamente generada
de un campo hilbertiano es hilbertiana. Esto sigue del Teorema anterior y de mostrar
que toda extensión finita lo es; lo que no es muy complicado de probar (en [33, Teorema
3] se muestra este resultado en completitud). Esto, junto al Teorema de Irreducibilidad
de Hilbert, implicará que todo campo de números es hilbertiano; otro resultado muy útil
para la Teoŕıa de Números.

Teorema 3.2.6. [33, Teorema 4] Si K es hilbertiano y L/K(x1, ..., xn) es finita y de Ga-
lois, entonces existe L

0 de modo que L
0
/K es finita y de Galois y Gal(L/K(x1, ..., xn)) '

Gal(L0
/K).

Idea de la Demostración. Por inducción en n utilizando el Teorema 3.2.2 y el Teorema
3.2.4. ⇤

De este modo, lo único que nos queda para terminar es el siguiente Teorema:

Teorema 3.2.7. (Teorema de Irreducibilidad de Hilbert) Q es hilbertiano.

Este Teorema fue presentado por primera vez por David Hilbert en [4]. Las demostracio-
nes modernas de este resultado son bastante elementales, si bien un poco involucradas.
Una de ellas se encuentra, por ejemplo, en [34, Teorema 7]. Aśı, todo grupo realizable
sobre Q(x1, ..., xn) lo es sobre Q, que es lo que queŕıamos.

Observación 3.2.8. A través de este método, se han realizado exitosamente, por ejem-
plo, las familias de grupos simétricos Sn y alternos An (por David Hilbert, en [4]), todos
los grupos espóradicos a excepción del grupo de Mathieu M23 (por John Thompson en
[6] y Bernd Matzat en [30]) y los grupos proyectivos especiales lineales PSL2(q) para
q 6⌘ ±1 mód 24 (por Kuang-yen Shih en [31]).

Ejemplo 3.2.9. Como ejemplo, realizamos la familia de grupos simétricos Sn con n � 3
sobre Q. Sabemos por el Corolario 3.1.17 y los Teoremas 3.2.6 y 3.2.7 que nos basta
encontrar una r-upla ŕıgida de clases de conjugación (C1, ..., Cr) de Sn con Ci racionales.
Consideramos la tripla (C(2)

, C
(n)

, C
(n�1)), donde C

(i) es la clase de conjugación de
i�ciclos de Sn. Estas clases contienen elementos ⌧ = (12), � = (12...n) y (⌧�)�1 con
producto 1 que generan Sn. Además, como el centro Z(Sn) es trivial, la condición de
unicidad de 3.1.2 (b) está satisfecha. Luego, la tripla que hemos encontrado es ŕıgida.
Ahora, mostramos que todas las clases C

(i) son racionales. Sean (a1, ..., ai) un i-ciclo
y l < n! un entero con mcd(l, n!) = 1. Como (a1, ..., ai)l solo mueve i elementos, su
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descomposición en ciclos disjuntos sólo contiene ciclos de largo  i. Además el orden m

de (a1, ..., ai)l es tal que

1 = ((a1, ..., ai)
l)m = (a1, ..., ai)

lm

y por tanto el orden i de (a1, ..., ai) divide a lm. Como l es coprimo con n!, lo es con i;

aśı que i divide a m. Concluimos que (a1, ..., ai)l es un i-ciclo, y por tanto C
(i)l ✓ C

(i).
Rećıprocamente, como mcd(l, n!) = 1, existen enteros a, b tal que al + bn! = 1 por el
Lema de Bézout. Aśı,

(a1, ..., ai) = ((a1, ..., ai)
a)l,

de donde (a1, ..., ai) está en C
(i)l porque, por el mismo argumento anterior, (a1, ..., ai)a

es un ciclo de largo i (usando que también mcd(a, n!) = 1). Luego, C(i) ✓ C
(i)l. Aśı,

C
(i) = C

(i)l; es decir, es racional. Por tanto, la tripla que hemos encontrado deriva en
una realización de Sn como grupo de Galois sobre Q.
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complexen Größe, Inauguraldissertation, University of Göttingen (1851). "4

[3] Bernhard Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen, Journal für die Reine und Angewandte
Mathematik. 54 (1857), 115–155. "4
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